THEOREME D’EXISTENCE POUR CERTAINS SYSTEMES
D’EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES NON
LINEAIRES.

Par

Y. FOURES-BRUHAT.

Introduction.

Je me suis posé le probléme de Cauchy pour les équations aux dérivées par-
tielles hyperboliques non lindaires & propos des équations de la gravitation d’Lin-
stein. Ces équations se présentent en effet comme un systéme de dix équations du
second ordre, linéaires, & quatre variables (espace et temps) et dix fonctions incon-
nues, les potentiels de gravitation. Ces équations sont du types hyperbolique normal
dans un systéme de coordonnées spatio-temporelles régulier. Le probléme du déter-
minisme se pose, dans la théorie d’Kinstein, sous forme du probléme de Cauchy, les
données étant portées par une variété orientée dans l'espace, relativement 4 ce systéme
Q’équations. L’étude de ce probléme, en supposant les données de Caunchy analytiques?,
avait montré que, moyennant quatre conditions vérifiées par ces donndes, il eorre-
spondait & des donndes initiales, portées par une surface S non caractéristique, un
espace-temps einsteinien au voisinage de S, L’étude des surfaces caractéristiques,
définies par le fait que les données de Cauchy, portées par une telle surface, ne dé-
terminait pas au voisinage un espace-temps, avait montré que ces surfaces étaient
tangentes en l'un quelconque de leurs points M au ¢conoide caractéristiquey de sommet
M, ce conoide étant engendré par les rayons lumineux, géoddésiques de longueur nulle.
On voyait ainsi apparaitre des ondes et rayons gravifiques, donnant au champ de
gravitation le caractére d’un phénoméne de propagation et on constatait Pidentité
entre les lois de propagation de la lumiére et du champ de gravitation. Il apparais-
sait alors comme trés important d’étendre ces résultats au cas de données de Cauchy

non analytiques, d’une part parce qu'une telle hypothése d’analyticité n'a pas de sens

1 (. Daraols [1]. A, TicuNerowrez [2]
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dans une théorie physique ol les changements de coordonnées sont astreints seule-
ment & Otre suffisamment différentiables, d’autre part pour mettre en évidence ce
que M. Stellmacher [11] appelle la ¢structure causale» de l'espace-temps: le champ
de gravitation en un point M ne doit dépendre que du champ aux points antérieurs
& M (cest-ii-dire que P'on peut joindre & M par une ligne d’univers partout orientée
dans le temps, et qui posséde une coordonnée temporelle inférieure). M. Stellmacher
avait, en utilisant des majorations de Friedrichs et Lewy et des coordonnées iso-
thermes, démontré un théoréme d’unicité: & des données de Cauchy, portées par un
domaine dune surface d’espace intérieur au conoide caractéristique de somimet M,
correspond au plus un systéme de potentiels au point M (& un changement de co-
ordonnées prés). Jai voulu montrer qu’il en correspondait effectivement un.

Le probléme que je me suis posé est le probléme de Cauchy relativement 4 un
systéme d’équations aux dérivées partielles du second ordre, linéaires par rapport
aux dérivées secondes seulement. I’univers étant rapporté & un systéme de coordon-
nées spatio-temporelles isotherme et régulier, les coefficients des dérivées secondes sont
les mémes. pour les dix équations, la forme quadratique correspondante devant &tre
hyperbolique normale,

La résolution du probléme de Cauchy pour une équation aux dérivées partielles
hyperholique non linéaire a été déterminée par H. Lewy [5], dans le cas de deux
variables, par intégration sur les caractéristiques et approximations successives,
Schauder [6], en utilisant des majorations de Friedrichs et Lewy et Papproximation
par des fonctions analytiques indiquait en 1935 une méthode permettant sans doute
d’atteindre le théoréme d’existence pour une équation du second ordre, hyperholique,
& un nombre queleonque de variables. En 1937, utilisant une majoration due 4 Haar,
Schander [7] démontrait I'existence d’une solution du probléme de Cauchy pour cer-
tains systémes d’équations du premier ordre. Sa solution s’appliquait en particulier
& une équation du second ordre 3 deux variables. L’étude des systémes hyper-
holiques du premier ordre et la transformation de Tourier conduisait par ailleurs
Petrovsicy [9], aprés Herglotz [8], & formuler des théordmes d’existence d’une grande
généralité.

I m’a paru que, pour les problémes que pose la théorie de la relativité, il serait
intéressaut d’obtenir, sous le moins d’hypothéses possible un théoréme d’existence
aisément utilisable, permettant de trouver des propriétés des solutions comparables
aux propriétés classiques des ondes lumineuses et des potentiels de gravitation, et
@’avoir des formules qui puissent &tre un moyen de caloul effectif des champs de

gravitation, au moins approchés, correspondant & des conditions initiales données.
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Je consacre donc les trois premiers chapitres de ce travail & la résolution du
probléme de Cauchy, dans le cas non analytique, pour un systéme d’équations aux
dérivées partielles hyperboliques du second ordre non linéaires & n fonctions incon-
nues W, et & quatre variables z*, de la forme

21 .
B e 4 -a-lz"s““i'fs=0, A p=172,3,4,

oa’ s’ s=1,2...1,
olt A* et f, sont des fonctions données des inconnues W, et de leurs dérivées premiéres.

Tutilise, pour cette résolution, un systéme d’équations intégrales vérifié par les
solutions sept fois différentiables des équations El (e systéme s'obtient pour des
équations linéaires en intégrant sur le conoide caractéristique X de sommet M des
combinaisons linéaires des équations E (les coefficients de ces combinaisons sont des
fonctions auxiliaires qui possédent en M les propriétés de la paramétrix, approxima-
sion de la solution élémentaire de M. Hadamard) et en joignant aux «formules de
Kirchhoffy -ainsi obtenues les équations déterminant le conoide caractéristique et les
fonctions auxilisires. Les résultats s’étendent aisément aux équations non linéaires, &
condition d’intégrer sur & non les équations E elles-mémes mais les équations déduites
de E par cing dérivations, et de joindre aux équations intégrales précédentes les
équations reliant entre elles les dérivées des fonctions inconnues jusqu’au cinguiéme
ordre. Un tel systéme avait été formé par Sobolev [10] pour une équation aux
dérivées partielles du second ordre linéaire hyperbolique (A coefficients analytiques)
et par Christianovich [12] pour une équation non linéaire & quatre variables. Chris-
tianovich se bornait toutefois & une équation ne contenant pas de dérivées secondes
mixtes et n’écrivait de formules de Kirchhoff qu'en donnant des valeurs particuliéres
aux coefficients (la résolution qu'il donne du sjfstéme qu’il obtient est d’ailleurs
erronée, les intégrales qu'il considére n’étant pas convergentes).

Titendant ces méthodes, j'éoris sous sa forme compléte le systéme d’équations
intégrales vérifié par un systéme d’équations quelconques du type E et j’étudie de
fagon détaillée les diverses quantités figurant dans ces équations intégrales (cha-
pitres I et II) en vue de leur résolution. Je remarque que le noyau, figurant dans
la formule de Kirchhoff, n’est borné que sous des conditions de dérivabilité faites sur
les inconnues. Des difficultés se présentent done pour résoudre directement le systéme
d’équations intégrales obtenu et pour lutiliser & la résolution du probléme de Cauchy
relativement & F.

1 M, M. RiEsz utilise également des équations intégrales pour résoudre le probléme de Cauchy
linéaire & coefficients variables. ‘
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Je résous aw chapitre IIT le probléme de Cauchy pour le systéme B en utili-
sant lo systéme d’équations intégrales vérifié par les solutions d’équations aux dérivées
particles B, approchées de . La démonstration-est faite en détail dans le cas, un
peu plus sinple, faisant intervenir des dérivées d’ordre moins élevé, (et qui est celui
des équations de la rvelativité) ol les eocfficients des dérivées secondes dépendent
des fonetions ineonnues mais non de leurs dérivées premiéres. Je montre quwid des
données de Cauchy cing fois différentiables, portées par un domaine compact € de la
surface initiale z*==0, correspond une solution guatre fois différentiable, unique, des
équations B dans un domaine D, tronec de cone ayant pour base le domaine d, si
les coefficients de ces équations sont quatre fois différentiables.

La résolution du probléme de Cauchy pour un systéme £ quelconque peut se
faire de maniére tout & fait analogue: il suffit de considérer des équations approchées
non de £ lui-méme mais d’équations préalablement dérivées. | '

Japplique, an chapitre IV, les résultats préeédents aux équations de la gra-
vitation. |

Les équations de la relativité R,p=0 se réduisent en coordonnées isothermes
& des équations du type £, G.p=0. Je démontre, en utilisant les conditions de con-
servation, que la solution du probléme de Cauchy, relativement aux équations G,5=0,
satisfait dans tout son domaine d’existence aux conditions d’isothermie s'il en est
ainsi des données initiales. Cette solution satisfait donc aux équations de gravitation.
Je montre qu'elle est unique & un changement de coordonnées prés. J'ai ainsi con-
struit un espace-temps einsteinien correspondant & des conditions initiales non ana-
lytiques, portées par un domaine d’espace, et d’une fagon qui met on évidence le
caractére de propagation propre A la gravitation relativiste.

Je suis heureuse d’exprimer ici ma profonde reconnaissance & M. Lichnerowicz
qui m'a fait largement profiter de la clarté de vue avec laquelle il aborde les grands
problémes mathématiques. Aprés m’avoir suggéré d’entreprendre ce travail il n’a cessé
de me prodiguer les encouragements et les conseils qui m’ont permis de le mener &
bien. Je tiens également & adresser mes vifs remerciements & M, &. Darmois; 1'intérét
bienveillant qu'il a toujours montré pour mes travaux sur des problémes dont il fut
le premier & poser 'essentiel, m’a té trés précieux,

~Je prie M. Leray qui a bien voulu se joindre au jury de ma thése et M. Pérés
qui en a accepté la présidence de trouver ici I'expression de ma respectueuse gratitude.

Je remercie trés respectueusement M. Marcel Riesz de son appui bienveillant,
qui a permis 'impression de ce travail,



Systémes d’équations aux dérivées partielles non linéaires 145

Cuarrrre 1,

Equations linéaires.

Nous considérerons dans ce chapitre un systdme (%) de n équations avec dérivées
partielles du second ordre, & n fonctions inconnues us et quatre ve lI’l«Lb]t"a @, hyper-
boliques et linéaires, du type suivant:

Fu d ros=1,2...
B,o= A" 5 r“JrBS“,uE4 o= ¥, s=1, ",
gz oz Lu=1,2...4

Les coefficients A* (qui sont les mémes pour les n equations), Bi* et fr sont des
fonetions données des quatre variables 2¢. Nous supposerons quils satisfont dans un

domaine D défini par
o —i|<d,  |of|<e (i=1,2,3)

(ot #, d et & sont des nombres donnés)

aux hypothéses suivantes:

Hypotheses sur les coefficients.

1°) Tes coefficients 4™ et B¢ admettent des dérivées partielles continues et
bornées jusqu’aux ordres respectivement qualre et deuz. Les coefficients f; sont con-
tinus et bornés.

2°) La forme quadratique AM gym, est de type hy perbolique normal, & un carré
positif et trois carrés négatifs. Nous suppo‘serons en outre que la variable at est

une variable ¢temporellen, les trois variables o' étant ¢spatialles», ¢ *est-a-dire que
AM> 0 et la forme quadratique Az z; définie <0

3°) Les dérivées partielles d’ordres respectivement quatre cb deux des A™ et
B* satisfont & des conditions de Lipschitz par rapport & tous leurs arguments.

Sommaire du Chapitre 1.

Nous montrerons, en vue de résoudre le problime de Cauchy, que tout systéme
de n fonctions (continues et bornées dans D ainsi que leurs dérivées partielles pre-
midres), satisfaisant aux équations (F) et prenant pour 2t =0, ainsi que leurs dérivées
partielles premiéres, des valeurs données, est solution d’un systome d’équations inté-
grales (I). Ces équations (I) expriment les valeurs en un point M, {z,), inclus dans
D des inconnues us en fonction de leurs valeurs sur le conoide caractéristique (%)

de sommet M, et des données initiales.
10 — 523804, Acta Mathematica, 88, Imprimé le 30 octobre 1932,
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Nous obtiendrons ces équations en intégrant sur X, des combinaisons lindaires
des Gquations (£), les coefficients de ces combinaisons étant n® fonctions auxiliaires
qui présentent en M, une singularité.

Nous supposerons, dans la partie I de ce chapitre, que les coefficients 4** pren-
nent en 3, des valeurs particulieres (I, 0 et —1). Nous léverons cette restriction
dans la partic 11 ‘

A. Conoide caractéristique.

1. Equations définissant le conoide caractéristique.

Les surfaces caractéristiques du systdme (%) sont des variétés & trois dimen-
sions de lespace des quatre variables z¢ solutions du systéme différentiel

F= Ay, y,=0
avec
ydat=0,

Les quatre quantités y, désignent un systéme de paraméfres directeurs de la
normale & Pélément de contact de support z. Prenons ce systéme, qui n’est défini
qu'i un facteur de proportionnalité prés, de fagon que y,=1 et posons y;=p;. Les
surfaces cherchées sont solution de

44 ] i
F=4"+924 4]){'{“[1” ptp,=0,
(1.1)
dzt+pda=0.
Les ecaractéristiques de ce systéme différentiel, bicaractéristiques des équations (F),
satisfont aux équations différentielles suivantes:
" 4
du B du _ ~dp
A+ g 48 Ay, l(aF aF)
2

=dk,

i

A, étant un paramétre auxiliaire.

Le concide caractéristique X, de sommet M, (z;) est la surface caractéristique
engendrée par les bicaractéristiques passant par M. Une telle bicaractéristique satis-
fait au systéme d’'équations intégrales

A
d=abt [1°40,  T=dA"+d"p,

0

Ay ‘
(1.2) d=af+ [ 14y, T'=d¥+ A" py,
0

’ 1(31# aF)

e 0 g _
ﬁt«pﬂ-b{ﬁ’i(llu e N
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ol les p} vérifient la relation
(1.3) A9 AL P+ AF 2] =0,
oft Ai# désigne la valeur du coefficient A au sommet M, du conoide Z.

Nous supposerons quwau point M, les coefficients A** prennent les valeurs
suivantes:

1 A4 __ i
(1.4) A=1, Alff=0, A¥=-0.
La relation (4.1) prend ainsi la forme simple
0
p¥ (‘p{)g =1,
Noug introduirons pour définir les points de la surface Iq, outre le paramétre

A, qui définit la position d’un point sur une bicaractéristique donnée, deux nouveaux
paramétres A, et A, qui varient avec la bicaractéristique envisagée, en posant

0__ BN B 8 0 . nped 1

pd=sin dy-cos Ay, pa=sin Ay sin ls, P3=cos Ay
Domaine V.

2. Les hypothéses faites sur les coetticionts A** permettent de montrer qu’il

existe un nombre & définissant un domaine de variation A des paramétres A par

(/1) |All§£1: Oﬁlzf‘:n, 0$)~3£27L‘,
tel que les équations intégrales (3.2) aient dans (/) une solution unique, continue
et bornée
o =" (15, Ay Aoy Aa),
(2.1)

Pi=n (Tg: 21) A2: }'3)5
satisfaisant aux inégalités -
i =1 4
| -@|<d, |a']<e

et possédant des dérivées partielles, continues et bornées, des trois premiers ordres
par rapport aux variables surabondantes 4,, pi (done par rapport aux trois vari-
ables ;).

1 Les 6quations intégrales (2.2) eonsidérées sont des équations intégrales non linéaires, la quan-
tité sous signe d'intégration étant un polynéme de fonetions donndes des fonctions inconnues. Il
est facile de montrer que ces équations ont une solution continue, bornée, trois fois différentinble,
vérifiant
|:ct-;f:i|§(l ot Im‘lgs

dans le domaine (/). Des démonstrations anglogues sont faites au chapitre Lil.
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Los quatres premitres équations (4.3) définissent en fonction des trois para-
métres 4, variant dans le domaine A, un point d'un domaine V du conoide carac-
téristique 2. _

Nous serons amends, dans la suite de ce travail, & considérer d’autres repre-
sentations paramétriques du domaine V: ‘

1°) Nous prendrons pour paramétres indépendants les trois quantités 2t A, A9,

La fonetion 2* (4, 4, A;) satisfait & P’équation
A1 ‘

(9.2) at= [Tl +ab ot TH= A"+ 4% p;,
]

Or il résulte de (3.1) que, sur Xy, on a

QAR = — AV gy — AM = — AY,
d’olt
A'A-L
T P —2~'> 0 ;

a* est donc une fonetion monotone croissante de 2,, la correspondance entre (2%, 1,, 45)
et (A, Ay, 44) est biunivoque.

2°) Nous prendrons pour paramétres représentatifs d'un point de 2, ses trois
coordonnées d’espace z'. I élimination de 1, 4;, 4, entre les quatres équations donne 2*
en fonction des 2. ‘

De la relation
dattpdd =0,

identiquement vérifiée par les solutions des éguations (1.2) sur la surface carac-
téristique %,, on déduit que les dérivées partielles de cette fonction a* par rapport

aux z' vérifient la relation

ot

5o~

Si nous désignons par [p] la valeur d’une fonction ¢ des quatre coordonnées
2 sur X, et si nous exprimons [g] en fonction des trois paramétres z' représentatifs
de X, les dérivées particlles de cette fonction par rapport aux o vérifient done:

‘ ole]l _[2p] oo
2.3 S ) i e
(2:3) oz [8 z ozt Pi-
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3, Tiquations intégrales vérifiées par les dérivées des fonctions #t(A) et g (A).

Nous poserons

oat y b ; & 2t .
=gt =Wy e S Yikks
ot Y apanh TU bafedenh MM
d Di i 32 D i 68 4 i

e wm e = iy
i} i) 00 X Zihk -
8 p; 2p; 0 Dn

Y] 0 50
ap; dpn 0Pk
Cles fonctions satisfont aux équations intégrales obtenues par dérivation sous le

signe somme par rapport aux 2 des équations (1.2) (les quantités obtenues sous les
signes ’intégration étant continues et bornées). La formule (2.3) montre que Ces

z . 2" 2. l‘ a 4 -
équations peuvent s'éerire (les dérivés 570 étant inutiles
i

i
b= [Tan, T =G LA (4] o L1
1
8R; OR oR
—(Rar, B =m=z—uft—2,
Df’l flap‘;amJ N

M

Y = /T}k di, The=

b

BTQ 5T¢ i a1t , ;

+ St
8309, sz " P, i+ b
Ay

| i 8 Ry
Zik = fRﬂc dA, K= Rj ok Yk T 5
4]

© 2he Wik,
) mn 2 n ik Puc
ot ¢jk et whe sont des polyndmes des fonetions i (A), ) (A),'zﬁ (4), des coefficients
A* (2" et de leurs dérivées partielles par rapport aux 2% jusquau troisiéme ordre
inclus, Dans ces fonctions les 2* sont remplacés par les z* () donnés par les formules (2.1).

Nous trouverions de maniére analogue

8T oI, ol

?/Jhk"‘ijhk dﬁl, Tfne = ot 34 Yink Té‘;’dhk + dyne

Ay
H
Zipk = f thk C”m thk

0

1,1)1, _aw}y;hkj, a T Z;hk F’l,l)jhh:

ol zf);hk et wine sont des polynomee des fonctions pi, W, yha, Zn ainsi que des
coefficients A** et de leurs dérivées partielles jusqu’au quatridme ordre inclus (fone-

tions des fonetions 7).
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Relations satisfaites par les fonctions inconnues sur la surface du conoide
caractéristique.

4, Nous désignerons par-[¢] la valeur d’une fonction @ des quatre coordonnées
2% sur la surface du conoide caractéristique X,. [¢] peut s’exprimer en fonction des
trois variables d’une représentation paramétrique de Xy, en particulier des trois
coordonnées #'. D’aprds Végalité (2.3) les dérivées partielles de cette fonction par

rapport & @' vérifient la relation

|52 ]-[52 ][5

On applique & nouveau cette régle au caleul des dérivées

2 [2e 9 [2¢
o7 [awa Sy f[a:cJ

Fpl oo &
(P -’—‘——3[ (p:I'*‘I:_(Eg]pH
E):(; ozt oat ot

&g |_ &gl , 0 [Btp] 3 [3(}9] a(p]@pi [aw]
[3fﬂi3w7JM8x'6wj+8ml s pj+8wj Py y Pyt I -t e Dy

Ces identités permettent d’écrire les relations suivantes satisfaites par les fonc-

d’olt il suit facilement

tions inconnues u, sur le concide caractéristique:

&% u,

41 [E]= [1”] i LAY oy 2[4 e+ [AY]) - ; x42+
{[ iif]p +[A“]I lgur] + [g zr‘! [ thapi + Bs“ [2 ’U«Z] T [/.r] 0.

.. & u . L
Le coefficient du terme [——é est la valeur sur le conoide caractéristique du

o '

premier membre de Péquation (1.1); il est done nul. Nous pouvions d’ailleurs prévoir
que les équations [E,]=0 ne contiendraient pas de dérivées secondes des fonctions
ur autre que celles obtenues par dérivation sur la surface Z,, la donnée sur une
surface caractéristique des fonctions inconnues [u,] et de leurs dérivées premidres

auy , .
[6 | ne déterminant pas ensemble des dérivées secondes.
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B. Fonctions auxiliaires.

5. Introduction des fonctions auxiliaires ¢i. Apparition d'une divergence.

Nous formons n® combinaisons linéaives of[E;) des équations (4.1) vérifices par
les fonetions inconnues dans le domaine V de ¥, les o désignant »* fonctions
auxiliaires qui possédent en Mg une singularité.

Nous posons

Fo
87 8x'

M (p)=[4"]

@ désignant une fonction quelcongue des trois variables #, et nous écrivons

(5.1) oy By = {M () +2 [A”]:p }—[AH) [2Z1]+

+ [3 “] (4772 + (B [a ] Fo) =

Nous transformerons ces équations de maniére & vy faire apparaitre une diver-

gence dont Iintégrale de volume se transformera en intégrale de surface, tandis que
0 Uy
les termes restants ne contiendront que [u] eb [ 393] Nous utiliserons pour cela

Pidentité suivante, vérifiée par deux fonctions quelconques ¢ et des trois variables z':

2 bg\ @ y
ot (o)=L (41955) -5 5 41

ou
7 7
()= 2 (41925 - o2y (49 T 0

ot JT est Topérateur adjoint de A, c’est—h—dire
_ 32 ([ .‘.” J
Mw)=-—757"
() oz ox
et Videntité (2.3), précédemment éerite, qui donne ici
3 Uy _ a [ur] i [Q_'llr]
[Bm‘]“_ oe P ot
Nous voyons alors sans difficulté que les expressions o} [E,] premnent la forme

o
O'S[Er]_' Es+[ur]Ls+Gsfr [Z:J 5
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olt I'on a posé

B -1 L ) )+ ek (0 L [ 25+ B,

5 r P 4 ¥
(5.2) Ly =M (o3) - 7 (B} o),

¥

-£4 0 g
ii 1”] py+ [AY]) ~ (4] %}_+2([A11] pi+[4 ])5}% -

r = J
I) (T l
—([By*]+[B] 1) o

Nous’ choisirons les fonctions auxiliaires of de maniére & annuler dans chaque équa-

. C . ou . e s .
tion le coefficient de [5—;— . Ces fonctions devront donc satisfaire aux n® équations
T

aux dérivées partielles du premier ordre
(5.3) D;=0.
Nous verrons que ces équations possédent une solution ayant en 3, la singu-

larité voulue. Si les fonctions auxiliaires of vérifient ces n® relations, les équations,
vérifides par les fonctions inconnues u, sur le conoide 2, prennent la forme simple

(5.4) [U,] Ly + o3 [f+] to E’ =0,

6. Intégration des équations obtenues,

Nous intégrerons les équations ainsi obtenues par rapport aux trois variables
2t sur une portion V4 Chypersurface du conoide caractéristique Z,, limitée par les
hypersurfaces *=0 et 2*=25—7. Ce domaine V, est défini, simplement connexe et
intérieur au domaine V si la coordonnée z3 est suffisamment petite. En effet: |

|23} <&, entraine dans V, |a*—uat| <s,.

La. formule (2.2) montre alors que, pour un choix convenable de &, nous aurons

La frontitre de V, se composant des domaines & deux dimensions S, et S, dé-
coupés sur X, par les hypersurfaces z*=0, z*=z5—» nous aurons, en intégrant les
équations (5.4) dans V,, les relations fondamentales suivantes:

(6.1) fvff{[Ur]L;-l—crI[fr]} AV + [ [ Bicos (n,2') 48~ [ [ B} cos (n, a') 48 =0,
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ol 4V, a8 et cos(n, ') désignent respectivement dans I'espace des trois variables ',
Pélément de volume, I’¢lément d’aire d’une surface z'=C" et les cosinus directeurs
de la normale & une telle surface orientée vers l'extérieur. ‘

Ta limite de ces équations, quand # tend vers zéro, nous fournira des formules
de Kirchoff que nous formerons dans la dernitre partie de ce chapitre.

7 Détermination des fonctions auxiliaires or.

Nous chercherons une solution des équations (5.3) sous la forme
o =0},
oit ¢ est infini au point M et les wh bornés.
Les équations (5.3) 8’écrivent,

o o (4" LA D + 1 7 2y |- (B B ) g+ 2 (4

80',

+ [A“]) =0.

Les coefficients A**, Bi*, les dérivées premidres des A* ot les fonctions p; sont
bornés dans le domaine V, les coefficients des 6quations aux dérivées partielles
 linéaires du premier ordre sont donc somme de termes bornés, & ’exception peut-

dtre des termes
{[A”] m+[4"]).

Nous choisirons donc les ws, que nous voulons bornés, satlsfmsant a Déquation

r

: N 0 0 " ) Jid 0wy
(1) obm LA )= 0t B+ B L) 2 (4T LA =
satisfaisant alors 2

' 0 oa
(12) o 2 (A o+ (A +2 04 ) 147 g =0
8. Détermination des w;.
Nous voyons aisément que les 6quations (7.1) peuvent se mettre sous forme

d’équations intégrales analogues aux équations (1.2) obtenues dans la recherche du

conoide 3,. Nous avons en effet, sur 2yt
1

4] 3y + A =T =5
1

d’oti, pour une fonction quelconque @ définie sur 2y, ,
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Imposons aux o} les conditions aux limites
wh=08; pour A =0.

(les quantités satisfont alors aux équations intégrales

At
(8.1) w§=f( Tt +qwl)d 0

0
avec

=B ) o Q= — ) (g l4T+ 5 [4),

les hypothéses faites sur les cocfficients A% et Bi* et les résultats obtenus sur les
fonctions o', p; permettent encore de montrer que, pour un choix convenable de &,
ces Gquations ont une solution unique, continue, bornée et possédant des dérivées
partielles des deux premiers ordres par rapport aux g7, conbinues et bornées dans le

domaine A. Nous désignerons ces dérivées par wy eb wgy.

9, Détermination de ¢,

Considérons P’équation (7.2) vérifiée par . Nous savons que

do do
Aii 14 - R
(4" 9+ 4D 55 =57
et nous allons calculer le coefficient de o,
2 4%+ 14")
am‘t pj 3

en le reliant trds simplement au déterminant

Ce déterminant 4, jacobien du changement de variables ' =2 () sur le conoide

2y, & pour éléments:
od ., 87 o9 8d o)

9.1 - AR S b / AR R ¢ |

(1) oh T an, Yan aa Yo,
¢

Désignons par 4} le mineur relatif & 1'6lément g-%— du déterminant A.
f

Une fonction quelconque @, définie sur X,, vérifie les identités
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Appliquons cette formule & la fonction 57—_’1“

BT‘ A 6T‘ A8 (Bw)

o2~ Aok 4 ol \ok

i

Al étant le mineur relatif 4 1’6lément g—j du déterminant A nous avons
j

8 ., 1lad
| b Aok
Donc la fonction o vérifie la relation
‘ aA o
o 3}.1 +94 —l— =(

qui gintdgre de fagon immédiate. La solution générale est

R AR
IAI*

3

ou f désigne une “fonetion arbitraire.

Pour 3,=0le déterminant A est nul, puisque les yj sont nuls; la fonction o est
done infinie.

Les coefficients A4* et leurs dérivées partielles premiéres et deuxiémes par
rapport aux z” &tant continus et bornés dans le domaine V de I,, ainsi que les

fonetions &', ¥}, 2, nous avons:

i
(9.2) lim g—’ = [A] 0= — 8.

M0 Jq
Tn divisant les deuxiéme et troisiéme ligne de /A par 1, nous obtenons déter-

minant égal & % nous déduisons des formules (9.1) eb (9.2)
1

—sin A, cos Ay —sin A, sin Ay —cos Aa

lim — Z — cos Ay CoS Ay —c08 A, 8in d;  sin Ay| = —sin .
=0 A1 .
+sin A, sin A, —sin A, cos g O
BEn effet: .
lim 1" = ! 5 ?: i
40

s l@z?i__l-m’yfafpi 6181?1_
I ok oA 0k Ok
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Nous prendrons pour fonction auxilizire ¢ la fonction
sin Ay |¥

4

Nous aurons alors lim o2, = 1.
A0,

10. Dérivées des fonctions oy .

Les équations (6.1) contiennent, d’une part les valeurs sur %, des fonctions in-
connues u,, de leurs dérivées partielles ainsi que les fonctions pi, ¥ et 'z, d’autre
patt les fonctions of et leurs dérivées partielles premicres et secondes.

Etudions dong les dérivées partielles des deux premidres ordres des fonctions o et w3.

Dérivées de o:

| sin 4, [
7T T4l

est une fonction des lignes trigonométriques de A, (u=2, 3), des fonctions a“ (par
Vintermédiaire des A**) et des fonctions py, 45. Les dérivées partielles premidres et
secondes de o par rapport aux #' s’exprimeront donc au moyen des fonctions énu-
mérées et de leurs dérivées partielles premiéres et secondes.

1°) Dérivées premiéres: Nous avons vu que les dérivées partielles par rapport
aux «' d’une fonction quelconque ¢, définie sur %,, satisfont & Pidentité

(10.1) op Ao,
or 4 32j
oll T est une fonetion donnée de cos Ay, sin Ao, @ 21, 4], les dérivées partielles par
rapport 4 A, des fonctions z', g, i, sont les quantités T°, Ry, 7} qui s’expriment
au moyen de ces fonctions elles-mémes et de 2/, les dérivées partielles par rapport
a A de ces fonctions #', gy, 4!, expriment au moyen de leurs dérivées par rapport
aux paramétres surabondants 9, soient #h, 2%, yln et de cos Ay, sin .
La fonction ¢ admet donc dans ¥, sous les hypothéses faites, des dérivées par-

tielles premitres. par rapport aux 2z qui s’expriment au moyen des fonctions z°
Au

(par Iintermédiaire des [4*] et des [E)A

e ] et des fonctions o, 4, 2, #hn et de

co8 Ay, sin Xu) .

! Leg dérivées partielles de la fonction x* par rapport aux variables o gont connues directem-
Ozt
, x

ment puisque —; = — .
o
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9°) Dérivées secondes: Une nouvelle application de la formule (10.1) montre,
de fagon analogue, que o admet dans V des dérivées partielles secondes, qui 8’expri-
ment au moyen des fouetions z* (par Tintermédiaire des A** et de leuis dérivées
partielles premiéres et secondes) et des fonctions i, 4, 2, #ln, 2, e et des cos Ay,
sin Ay.

Dérivées des wh: L'identité (10.1) permet encore de montrer que les fonetions oy,
solutions des équations (7.1), admettent dans ¥V des dérivées partielles premiéres et
secondes par rapport aux variables o' si ces fonctions admettent, dans V, des déri-
vées partielles premiéres et secondes par rapport aux variables 2,; il suffit pour cela
qwelles admettent des dérivées partielles premitres et secondes par rapport aux vari-
ables surabondantes 2{.

Nous poserons

dwf Fwy
ol " aples

Si ces fonctions sont continues et bornées dans V elles satisfont, sous les hypo-
théses faites, aux équations intégrales obtenues par dérivation sous le signe somme
des équations (8.1) par rapport aux p7. Solent respectivement

A
1°) wly = [ (QF b+ Qi+ 25 d A,
0
olt
ogr .. 09 .
r _—__‘
si ap w +5 ?

est un polyndme des fonctions wh, P, Uiy 7 ainsi que des valeurs sur 2, des coeffi-
cients AM, B des équations (E) et de leurs dérivées partielles par rapport aux 2"
jusqu’aux ordres respectivement deux et un (quantités elles-mémes fonctions des

fonetions 2" (4)).
M
2°) Wstj = I (@ why+ Qi + L) d a4,

0

3Q¢ aQri
Eii P) 0w;;+ap0ms;+ a sa

est un polyndéme des fonctions o}, ws, Dis o, 2, yin, 2ln alnsi que des valeurs sur %
des coefficients 4**, Bi* et de leurs dérivées partielles par rapport aux 2* jusqu’aux
ordres respectivement trois eb deux.

Tes dérivées partielles premiéres et gacondes des wj par rapport aux variables
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« sexpriment au moyen des fonctions z* (par Pintermédiaire des coefficients A** et
de leurs dérivées partielles premitres), i, uhy 2 Uins By 05, @5 66 Wy

En résumé. Nous avons montré que les fonctions auxiliaires of cxistent et
admettent dans V des dérivées partielles premiéres et secondes par rapport aux
variables o sous les hypothéses suivantes:

1°) Les coefficients A ot B ont des dérivées partielles continues et bornées
jusqu'aux ordres respectivement quatre et deux dans le domaine Do V.

2°) Les équations intégrales aux fonctions inconnues 2%, p et w; ont une solu-
tion unique, continue, bornée et admettant dans V des dérivées partielles par rapport
anx 77, continues et bornées jusqu’an deuxitme ordre. Ce résultat peut étre dé-
montré en supposant que les dérivées partielles d’ordres respectivement quatre et

deux des 4% et B vérifient des conditions de Lipschitz.

Tes fonctions o) et leurs dérivées partielles premiéres et secondes par rapport
aux ' s'éerivent alors au moyen des seules fonctions X et £, X désignant une
quelconque des fonctions a% o, w2, yln, g, Yk, 2ine eb 2 Tune quelconque des
fonctions of, wi, sy

Les fonctions X et £ satisfont & des équations intégrales de la forme

2
X=‘/§E(X)d11+XO,
: 0
4
0=[F(X, Q)i+,
0
ot X, et £, désignent les valeurs données des fonctions X et £ pour A;=0.

E(X) est un polyndme des fonctions X et des valeurs sur %, des coefficients
A ot de leurs dérivées partielles jusqu’au quatridme ordre (fonctions des fone-
tions z%).

F(X, Q) est un polyndme des fonctions X et 0, et des valeurs sur X, des
coefficients 4%, Bj* et de leurs dérivées partielles jusqu’aux ordres respectivement
trois et deux.

11, Etudes du comportement au voisinage du sommet du conoide carac-
téristique.

Nous allons étucier les quantités figurant sous les intégrales des relations fonda-
mentales (6.1) et pour cela chercher de fagon plus précise I'expression des dérivées
partielles des fonctions o et f par rapport aux variables 4’ au moyen des fonctions
X et Q. Le comportement de ces fonctions au voisinage de 4, =0 (sommet du
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conoide caractéristique Zy) nous permettra alors de chercher la limite des équations
(6.1) pour 5=0: la fonction z*(A; A3 As) étant, dans le domaine /, une fonction con-
tinue des trois variables A, n=a'—u tend en effet vers zéro avee 4,. Nous don-
nerons le détail des calculs, dont nous aurons besoin par la suite, quand nous
chercherons & résoudre le systéme d’équations intégrales obtenu.

Nous utiliserons essentiellement dans les ébudes du comportement au voisinage
de 2, =0, le fait suivant qui résulte des hypothéses faites et des équations vérifiées
par les fonections W, Ui, Yk, o4 et why.

i 1

Yi %h yjhk Oy Wsij . A R
Lies fonections =——> ——» et 2%, 2% cont des fonctions continues et bornées

A A 21 A4

de );1, Ay, Ay dans le domaine V. Nous désignerons 'une quelcongue de ces fonetions
par X et 0.

12. Comportement au voisinage de 1, =0 du déterminant A et de ses mineurs.

4
1°) Nous avons déjd montré (§ 9) que la quantité -5 est un polynéme des fone-
2

tions X (ici p seul), X (101 %1 seul), des coefficients A* et des sin 1y, cos du

1
(u=2, 3). Cest done une fonction continue borée de A;, Ay, 4 dans V. Nous avons

yu que la valeur de cette fonction pour 4, =0 est

lim é = —gin 4y,
Ay=0 }.1

Au voisinage de A,=0 la fonction it qui apparaitra au dénominateur des

quantités étudiées par la suite, est #0, sauf pour Jo=0 ou Ay =n. Pour lever cette
difficulté nous montrerons que le polyndme A4 est divisible par sin A, et nous ferons

il

?gin A,

apparaitre aux dénominateurs considérés la fonction D=

Considérons done sur le conoide Zg le changement de variables suivant:
(12.1) L m=h

Nous posons
N 72 P
D, st _ |2, 08 2,28 1 2B
DAy, A5y Ao) 192, ok, ok 18I0 Ag
A ?_T_)_l ) apQ 1 afpg
1313 1823 163.3

d=

et
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D(a, " o)

A ol Sl B AR
D ()‘1: }“2: ]'3)

Puisque
D (mls wzx ma) = D (mla wza ma)_ D (IMI’ Ha #3)
D (A, Ag, %) D (1t pay i) D (4, A, 4y)

nous avons

(12.2) A=D#sin k,
ott le déterminant D a pour éléments

ou ag' Al oy Bmalu

5;; 811 8;(;+6ph O Oy

1l résulte directement des égalités (12.1) et de lidentité X pf=17 que

D’autre part nous avons
82.1 @/Lh 32@ a[LLn
py 04, B D 2

Les ¢léments de D sont donc

3 { 0 ?/h 0 0
™ =T'p /1 (87 — 27 ph).

Le polyndme ;i est donc divisible par sin 4,, le quotient D étant un polyndme

des mémes fonctions X, X, que —% et de sin Ay, cos A, (ou, plus précisément, des
trois pf). l

D est une fonction continue bornée de Ays Agy Ay dans V dont la valeur pour
A =0 est %1152 D= -1, En effet:

i

dx
lim — = — -
v 2 o) — 8+ pf pf = — 6.

A ’ A . . L}
Remarque. 7 étant un polynéme homogéne du deuxidme degré des fonctions
1

4l

X il en est de méme du polyndme D, et la quantité AD est un polyndme des
1

fonctions X (pr et gf), des coefficients A* et des trois ), homogéne du deuxiéme
degré par rapport aux g, On peut vérifier aisément ces résultats en calculant le
produit D*d* ol
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R
3k, B8hy 94y A
Bh, Bl 0k

=

i

ot oit DT est le déterminant dont les éléments sont
T 9} — b (8] — 2§ ph)-
Dtd*=A,

On trouve

la quantité A3 D=D" posséde donc les propriétés énoncées.

Le polynéme D est, en valeur absolue, supérieur @ un nombre donné dans un do-
maine W: D est en effet une fonction continue et bornée de A, dans le domaine A
‘(m‘i ), et A, varient sur un compact) qui prend la valeur —1 pour A, =0. Il existe
"dono un nombre &, tel que, dans le domaine Aj, voisinage de ;=0 du domaine 4,
“défini par

|4 ]<e, O0=hzm, 05A4=<3m,
on ait par exemple 7
|D+1|<} done |D|z=}

Nous désignerons par W le domaine de I, correspondant au domaine A,.

92°) Comportement des mineurs de A.

a) Mineurs relatifs aux éléments de la premiére ligne de 4: A} est, comme 4
lui-méme, un polyndme homogéne du deuxidéme degré par rapport aux fonctions i, et
A . . - (vl L. .

7} est un polyndme des fonctions X(m), X %), des coefficients [4**] et de sin A,
1 1
cos Ay c'est donc une. fonction continue et bornée de 4;, Ay, A; dans V.
1
e " oA - . .

Pour étudier la quantité -zi;é-ﬁ, qui interviendra dans la suite, nous la mettrons

sous la forme d’une fraction rationnelle de dénominateur D (50 dans W).

Nous avons

(12.3)

. e s 0 , .
(on a désigné par D{ le mineur rvelatif 4 1’élement 5—2— du déterminant D)-
i

1
La quantité % est done une fonction continue et bornée des trois variables 2, As; 45

dans W. Calculons la valeur de cette fonction pour =0, on trouve

11 — 523804, Acta mathematica. 88, Imprimé le 15 november 1952,




162 Y. Fourds-Bruhat.

Al
lim = "'p?:

a=0 4

résultat que Pon pouvait prévoir. En effet:

Ii D1y hmaml1
A}I.]%ﬂw =000

4
z
or on & constamment, sur X, Fye Rl .

Remarque. On déduit des formules (12.2) et (12.3) que
A =23 sin A, 9} D],
On voit alors que la quantité A3p§ D est un polynbéme des fonctions py, 4, des
coefficients [4*#] et des trois p}, homogdne du deuxiéme degré par rapport aux .
b) Mineurs relatifs aux deuxiéme et troisitme lignes de A: A est un polynéme
des fonetions X (pi, 41), [4**] et de sin ., cos Ay, homogéne du premier degré par

rapport aux fonctions 3.
u

-i—jf— est une fonction continue et bornée de A;, 4,, 4, dans V.
1

. ., 070
Ftudions la quantité a—? On a

iy
. 4
oph AP _0rh 0hy 1 O Ohulpy 1 n g 0 DF
Dhe 4 B2, 08 A oddpmdd 40 PP

?n At
}'161 A

non nul (dans le domaine W) des fonetions X (p), X (%), [4*#] et des trois p}. (Test
1

Nous voyons que la guantité est une fraction rationnelle & dénominateur

done une fonction continue et bornée de 4;, 4,, 4; dans le domaine W; la valeur de
cette fonction pour A, =0 se calcule de la maniére suivante. On a d’une part

3,?,.?_“3__”’}1922 hafp’ d’oﬁl 1 o 00 _ 2%
iy 0f 0ds P B4 ek, YanT Tax

On sait d’autre part que

At 92, \ 275 1 az" 8k, da" A,
= -t d, A 1 it S h s
A~ o5 i, T T im e e ~ Y i e o
d’olt finalement
aph A}

]Aig})’ll Y — & -+l b
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Remarque. Par un raisonnement analogue & celui des remarques précédentes,
on voit que la quantité A (6} — ) 7%) D} est un polyndme homogéne du premier degré
par rapport aux #, des fonctions X (m, wh), (42, pi.

13. Dérivées premidres.

Les dérivées partielles premidres d’une fonction quelconque ¢ satisfont, d’aprés
I'identité (10.1) et les résultats du paragraphe précédent, & la relation

dp _0p BDl 180 & o0 D
24 o4 D A Pyt “Emp

Appliquons cette formule aux fonctions Py et X

Y R D]
55~ 0 g
9 ¢ D} 1 D]
5%=th”~“51+5’;§1‘;(5;"—37?29%)—5:
(13'1) 5’!/’13 k?’gD{ b v 0,0 D]
'"wT=Tn 7 +"j;yhl(6j "fpﬂﬂh)f)“’
5Zﬁ_koD{ LT ooD{
77 ~Rnij +Alzm(51“1’1?31)1)

(les 6gquations et les équations analogues vérifibes par

By 0zm Ows 0w
o4 97 ox or

montrent que les quantités

Ewyii Yk, dwhy %

arh . 0 gk . o4k
o h ph’ll b a4 a4 o4 o4

ad  “ad Mz Mad

A et

cont des fractions rationnelles de dénominateur D des fonctions
5 8 a4 aﬂAM]
L Q A)-}l —_— 1 —e g bl 0.
Y:X:-Q’ s[ ]’[awa] [awuawﬁ Pi
Ce sont des fonctions continues et bornées dans W des trois variables Z;, 4y, 4.

14. Dérivées des fonctions o}.

Nous utiliserons dans V'étude des dérivées partielles par rapport aux 7' des fone-
tions of, les dérivées partielles des polyndmes considérés dans les remarques du § 12:
2D, 2Dl et A (8 — 7] vh) D! sont des polyndmes des fonctions X (i, o), [4*], i,
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homogénes de degré respectivement 2, 2 et 1 par rapport auz yl. Les résultats précé-
dents et lidentité (10.1) montrent alors que les quantités

19 1 ¢

%5 (42 D), T (4 9] D),
9

2 (h o — 2} %) D)

D

sont des fractions rationelles de dénominateur D des fonctions

‘ p
Xea, o, o, £ (2 2), pan, |5 o
1

Ce sont donc des fonctions continues et bornées de A, Ay, A3 dans W.
Dans Pétude des dérivées partielles secondes de la fonction ¢ par rapport aux 2’

& (41 D)

nous utiliserons les dérivées partielles secondes PP Remarquons tout d’abord que

les dérivées partielles premitres de A} D peuvent s'écrire

2(AD)_ P
8:1:{ llD

olt P, est un polyndme des fonctions

oA
X (pi, vl o, vh), [4%], [ ] o

dont les termes sont du troisiéme degré au moins par rapport & 'ensemble des fone-

tions o, #ln. En effet, les dérivées partielles g%’-’ et am peuvent se mettre (en

multipliant dénominateur et numérateur des deuxiémes membres des équations par A7)
sous forme de fractions rationnelles de dénominateur A} D et dont les numérateurs
sont des polyndmes des fonctions

aA?./z
‘X(pi y‘: zi) [AAF] [awa ]’ p?

dont les termes sont du premier degré au moins par rapport aux ¢, et les dérivées
K

. oy
partielles 5?? peuvent se mettre sous forme de fractions rationnelles de dénominateur

21D et dont les numérateurs sont des polyndmes des fonctions

X(m, o, 4, vhe), [4*, [giu ] o]
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homogénes du deuzicme degré par rapport & Uensemble des fonctions 3}, whe. Le polyndme
D étant homogéne du deuxidme degré par rapport aux yi, ses dérivées partielles
premiéres ont bien la forme indiquée.

Considérons alors les dérivées partielles secondes:

FMD) 1 op, P, 8(HD

—M_-—ﬂm_—

adtos XDod (MDF od

Tl résulte de la forme du polyndme P, et des résultats du § 12 que:

P
1) =% est un polyndme des fonctions
1

! a ],y,
Mwﬁimyﬂ% m)wﬂ[$}ﬁ.
1 1

1 0P
2) 7 5;4 est une fraction rationnelle de dénominateur D des fonctions
1

¥ o A* '
(g o he o, (120, ) g, | o]

2 r42 D :

i D) . . , .
—8%5;,— sont done des fractions rationnelles de dénominateur D? des fonc-
tions que nous venons d’énumérer.

Les dérivées

. Titude de o et de ses dérivées.

sin 12

) La fonction auxilisire o a 6té définie par o= . Nous avons done,

daprés Pégalité (12.2),

1 a
2D

U ==
|
H

. : . 1 o ,
On en déduit que, dans le domame W, la fonction a4,= W est la racine carree
d'une fraction rationnelle bornée non nulle des fonctions X, X, [4™], pl; c'est une
fonction continuc et bornée des trois variables A dont la valeur pour A; =D est

(15.1) . ‘ lim o4, =1.

ay=0
2°) Les dérivées partiellés premiéres de o par rapport aux ' sont
oo

8o _o 1 8(AD)
o7 24D o

On en conclut que, dans le domaine W, la fonction

00 oA 1 a(AD)
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est le produit de la racine carrée d’une fraction rationnelle bornée non nulle par

Ay
aa‘ia ]: pi. Clest une

fonction continue et hornée de A;, A,, 4, dont nous allons calouler la valeur pour 4, =0.

. . . , N o i
une fraction rationnelle bornée des fonctions X, X, [4"], [

da 00 doc 90 . 200
— = montrent que les fonctions Af — et
Les identités 7, T =y Py 87)% o — U q 13 P

da . .
/11"8——3 sont continues et bornées dans . Nous pouvons donc, d'une part dériver

Iégalité (15.1) par rapport a P4, nous trouvons

do
220
im0
d’autre part Gerire
3 (0‘ )!.1) 3 a G
9 va
a Zl 21 o + 11 a 21
eb
d(ah) ..
TR K
d’oll
lim A2 da ~lim 4, 0= —1.
Ay=0 1 3].1 A =0 1

. 2 - . .
Pour calculer la valeur pour A,=0 de la fonction ﬁfa—; nous utiliserons l'identité

do Al aph A

280‘ A
l /11% A

d’olt, d’apres les résultats précédents (§ 12),

15.2 — =
( ) - 1:1_11 21 81; 2.

3°) Les dérivées partielles secondes de o par rapport aux z* sont

@ o 1 P@ED) 1 gg_a(zfp)+ o a(MD)e(AiD)
oo’ 2MD 8dor’ 2MDIL e  2(BD? o  ad

2
a) On voit aisément que dans le domaine W la fonction lf%,g;j est le produit

de la racine carrée d'une fraction rationnelle bornée non nulle par une fraction ration-
nelle bornée (dénominateur D') des fonctions

gAM] [ 8* 4
'X X [Alﬂjs[ ] [aw:amﬁ]’p
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(Pest une fonction continue et bornée des trois variables 4. Nous allons calculer la
8 0

yaleur pour A, =0 de la fonetion A3 g—ﬁ
i=0 0%

vées secondes de o n’interviennent en effet dans les équations fondamentales que

dont nous aurons seule besoin: les déri-

2
par la quantité [4"] BZ’ aa — eb I'on a

lim [4"] 28 =20 = lim }.“j;: *a
M=0 ow 3mj 2y=0 Y& 0a"

Nous calculerons cette limite comme la limite (16.2). Nous trouvons d’une part,

en dérivant Pégalité (15.2),
lim ﬁ—?w (Bo) ok,

Ay=0 0Pn 0

o (400\_gpie, p 0 (20
84 (11317{)_3213151-}-)’1821 (Bw‘)’

lim 7202 (a—di)=lim( 2113")=*p?.

3o 12 A, \D Ay=0

d’autre part

Nous trouvons done, en utilisant I'identité

8 0% At ac\ aph At
222 aa" Alaz ( ) A thge a7 (am)'if a

ot les résultats des paragraphes précédents que
2
Iim z 216

I St
Ay=0 {=1 0

2
¢ . - . ,
est une fonction continue et bornée des
oaton

trois variables A, au voisinage de ;=0 (ce qui nous permettra de montrer que la

Montrons que la fonction Af[4"]

quantité sous le signe [[f (6.1) est bornée dans W).

& . .
Nous avons vu que 2"{5;—3%,[#’] est le produit de la racine carrée d’une frac-

. . A 1 . 3 .
tion rationnelle bornée non nulle (f)) par une fraction rationnelle de dénominateur

D4, dont le numérateur, polynbéme des fonctions

Au aZA}.p'
x i 220 [

sannule pour les valeurs de ces fonctions correspondant & A4, =0. Nous avons
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Alu 82111"] ) .
T \ An . 0
; i” 7 .[) (AY’ 4‘, 1 f [ I lawuawﬂ‘ pi . 1
R rrr e D[}

; p AN [ dM
P():I (Xo, AXO, o [ J [aw 33;/’J (l)) :O-

Nous éerirons alors:

avece

. P P- 1
153 A =5 (o

. En appliquant la formule de Taylor (pour P) on voit que la quantité (15.3)
est un polyndme des fonetions X — X, X — X, A+ 84 ..., dont les termes sont du.

premier degré au moins par rapport 4 lensemble de ces fonctions.
. o L : ,
Pour montrer que A;[4"] 75, oot une fonction continue et bornée de 4, 45, 43,

dans le domaine W, il suffit donc de montrer gu'il en est ainsi des fonctions

‘ aZAML aZAF.y
X-X, X-X, [4*]~6} [amﬂamﬂ]_[axuawﬁ]o_

P A 2
Les fonctions X vérifient )
Ay
= [E(X)di+X,,
' '
X i JYO . ' ’
7 est donc une fonction continue et hornée des A; dans V:
1
(15.4) |X——X0|£21M._

Les coefficients A% possédant dans (D) des dérivées paxtielles continues et
horndes Jusqu’au quatridme ordre par rapport aux z° les z® vérifiant les inégalités
(29.2), nous voyons que

- 33/1'1" aSAi.u
15.5 3] + 6 - ,
(15.5) [A¥]Loi=2 4, ’[Bx"@mﬁam"] [amaamﬂamy]oﬂlA

I
. i

V1. X"" XO . . v
Considérons T Les fonctions X correspondantes sont !, yiyx, 4inx qui verifient

1 : .
I'équation

4
X=[E(X)d,
1] .

E(X) étant un polyndme des fonctions X, des A** et leurs dérivées partielles jusqu’au
troisitme ordre o ,
[6A "‘]’ o* A*

gz" T 8rod A
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Nous avons

. f (B ) -B W) i
%-%, =" ,

La formule de Taylor appliquée au polyndéme E montre que E(X)—E(X), est un
polynéme des fonctions

- 63A1u
X, 04, . s
as % [Bw"amﬁ?)o;”]o

et des fonctions
‘ aﬂA).,u . 83 AML
nwnn (525 )
0 .P V=00 \|aoroaf o0 axtozfoa’]/,

dont les termes sont du premier degré au moins par rapport & Uensemble de ces

dernleres
Toutes ces fonctions étant bornées dans V et satisfaisant 5 (15.4) et (15.5)
. X-X
nous voyons aisément que 7 0 ogt continue et bornée dans V.
1

. o :
La fonction A3[4"] Bm’g = est donc continue et bornée dans W.

16, Dérivées des ws .

Nous allons montrer que les dérivées partielles premiéres et secondes des w; par
rapport aux variables ¢ sont, comme ¢ et ses dérivées partielles, des fonetions algé-
briques simples des fonctions X eb 0o, X et O, et des valeurs sur le conoide %, des
coefficients des équations données et de leurs dérivées partielles.

1°) Les dérivées partielles premiéres des o} par rapport aux ¢ g’écrivent en

fonction de leurs dérivées partielles par rapport aux A

du, 00k A1
o 8k A
done , ,
9w} PiD} | win (8} —PiP%) DI
(161) ami ( 5+Qw3) _D + ll D

Les dérivées partielles premidres des wi par rapport aux « sont donc des frac-

tions rationelles de dénominateur D des fonctions
xo, 0, £(2) 4(52) 14, 2] i e 2t
M y! ox*

Ce sont des fonctions continues et bornées dans W.
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- . 2 r i
2°} Nous calculerons les dérivées partielles secondes de w; par rapport aux z' en

derivant 8o sous la forme bwg _ Dy
gorivant —— ! sous , = R
o o2 MD

L'égalité (16.1) et les remarques du § 12 montrent que P, est un polyndme

\ LY I ré . a + i 1‘
homogéne du deuxidme degré par rapport 4 I'ensemble des fonctions yi,-ws:. Nous

avons, en dérivant Uégalité précédente,

8w} 1 aP, P, 8(AD)

e et e T

2 .7
(Ces fonctions 4, a—a:;,—g—)—;«, sont des fractions rationnelles de dénominateur D® des fonctions

r o ~ a Al[l' az Al K § aBﬁz
IX’ Q; Xa 'Q’ [AJ”F], [3:1;“ J , [amaamﬁ] [sz]: [awa] .

P 18P
(Les résultats du § 12 permettent en effet de montrer que —}—,f et T 5—[;’2 sont re-
. 2 .
spectivement un polyndme et une fraction rationnelle de dénominateur D de ces fonctions.)

('e sont done des fonetions continues et bornées dans W.

C. Formules de Kirchhoff.

17. Nous pouvons maintenant étudier de fagon plus précise les équations fonda-
mentales (6.1) et chercher leur limite quand 7 tend vers zéro.
Ces équations s’écrivent: '

(17.1) fff([u,] Li+ oy [f:]) d ot cla;“’dz"‘-kffEﬁ cos (n, m’)cl;S'=ffE§ cos (n, ') d S.
v 5, 5y

Relations intégrales en paramétre A, Nous avons vu que le déterminant fone-

) D

tionnel D=ﬁ est égal & —1 pour A, =0. La correspondance entre les paramétres
'

#' et A; est donc biunivoque dans un voisinage du sommet M, de Z,. On en déduit

que la correspondance entre les paramétres z' et J; est biunivoque dans un domaine

(4), défini par o

nsh<e, 0<l<m 0<4,<2q7,

ott £ est un nombre donné et olt # est arbitrairement petit. ‘
Au domaine (4), des variations des paramétres 4 correspond, biunivoquement?,

un domaine W, de %,. Nous supposerons alors que la coordonnde zj du sommet M,

de X, est suffisamment petite pour que le domaine V,< 7V, précédemment considéré’

! Puisque la correspondance (24, Ag, 4;) et (A;, Ag, A;) est biunivoque,
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coit intérieur aux domaines W et W,. Nous pouvons, dans ces conditions, calculer

les intégrales au moyen des paramétres A, les intégrales que nous allons obtenir
gtant convergentes.
18. Calcul des éléments d'aire et de volume.

Nous avons tout d’abord
CZV‘—‘ dml dwz dﬂ.';a: dll dlg dla.
Calculons maintenant S et cos (n, 2').

Les surfaces S, et S, sont des surfaces & 4_ o tracés sur le conoide caracté-
rlsthue %,. Elles vérifient donc la relation différentielle

. pidw =0,
d’olt on déduit
i iU
cos (m, ¥} = =53 °
%)= & it

Pour calculer dS nous écrirons une deuxiéme expression de 1’élément de volume dV

en faisant intervenir les surfaces S (z* =¢*) ot les bicaractéristiques (o 4, varie seul)
AV =cosv|T|t dA,dS,

oll ITl” 4}, désigne I'élément de lengueur de la bicaractéristique et » angle de la
hicaractéristique avec la normale & Ia surface § au point considéré.
Un systéme de paramétres directeurs de la tangente & la bicaractéristique étant

T = [AM]py + 4™,
nous avons
cos 9| T'|t={[4"] 5+ [4"]} cos (n, z"),

d’ot1, en comparant les deux expressions de dV,

Api d}-2 dla - Api

i . dkbramis
cos (m,2') 8= i, = S T g AT+ A

dhydly.

19. Limite quand n—0 des relations intégrales.

Les relations intégrales (17.1)' gécrivent en paramétres A

¥ |
19.1) fff (] L4 ot 1)) g d s ds = ff[AM Hj,;]pld%xam

E Am }
di, dig
f f AT+ 4 pf 22ty
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Les résultats précédents montrent que les quantités 3 intégrer sont des fonctions
continues et bornées des variables 4. Elles s’écrivent en effet:

A {[’“r] L+ oy [fr]] 2 4

i et le'z:{% T

E' ot LT étant donnés par les égalités (5.2), les quantités considérées sont .con-
. . . ' ou . ,
tinues et bornées dans W si les fonctions u, eté—é sont continues et bornées dans D.

Les deux membres des équations (19.1) tendent donc vers une limite finie quand
5 tend vers zéro. L’intégrale triple tend vers une limite finie, égale & la valeur de
cette intégrale prise sur la portion ¥V, d’hypersurface du conoide 2, comprise entre
le sommet M, et la surface initiale z'=0 (puisque cette intégrale est convergente).
Calculons la limite de lintégrale double du deuxiéme membre. Les résultats du § 15
montrent que tous les termes de la quantité A3 E: tendent uniformément vers zéro

avee A;, & Pexception du terme
! ; 00
— 2 A of —
21 [ur] [ ] Wy amlz
dont la limite pour 4, =0 est
[er (§)] 61 6% 9 = ws (5 .
Doti:
i
lim Ls 4

pans m = —Ug (mu) 8111 12.

Le deuxiéme membre des équations (19.1) tend done, quand » tend vers zéro,

vers la limite

2.” 2‘::
f f Uy (20) Sin Ay d Ay d Ay = 47 u, (25).
0

0

20. Formules de Kirchhoff.

Nous aboutissons ainsl aux formules suivantes:
2n m
(20.1)  dmu,(af) = L+, Bdnl 4
<\, g 0)—' ([’Mr] 3+0'3 [/r]) A d)&l d}.z dla'*“ """'""TI—" dlg dla-
% ¥ 210 .

Pour caleuler le deuxiéme membre de ces formules de Kirchhoff il sera commode
de prendre pour paramatres, sur I'hypersurface du conoide X, les trois variables in-
dépendantes zf, 1y, 4;.

Les équations (20.1) s'écrivent alors, les limites des intervalles d’intégration étant
évidentes:
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0 2n.n

(20.2)  dmus(m)= fffﬁHL“HnﬁDPdmdhd% ff RApﬁld%d%.
ri=Q

PR

La quantité sous le signe d'intégrale triple s’exprime au moyen des fonctions
[[7] et des fonctions X (4;, A, 4s) et @ (4, Ay, 43), golutions des équations intégrales
(1.2) et (8.1).

Nous obtiendrons Vexpression des X et £ en fonction des nouvelles variables
ot Ay, Ay en remplagant A, par sa valeur définie par Péquation (2.2), fonction des
2, Ay, Ag.

Remarquons que ces fonctions satisfont aux équations intégrales

E(X)

X (9}‘4, /‘{2: 23) T4

I‘

ClCL'v +X (Cl?(], 2.2, 23)

(z*, A9, A3 fFXQdm + Q4 (28, Ags Ag).

La quantité sous le signe d’intégrale double s’exprime au moyen des valeurs pour

zt=0 des fonctions [U] et [58“%‘] (données de Cauchy) et des valeurs pour zt=0

des fonctions X et £.

D. Récapitulation des résultats.

21. Nous considérons un systéme d’éguations aux dérivées partielles du second
ordre, linéaires, & quatre variables, du type

% u,
0 ’13:0“

zaus

A+ BY o = (E)

Hypotheéses.

1°) Au point M, de coordonnées zf les coefficients A* prennent les valeurs

suilvantes

A=1 Ait=0 Adf=-4.

2°) Les coefficients AM ot B ont des dérivées partielles par rapport aux zf
jusqu'aux ordres respectivement quatre et deux, continues et bornées dans un do-
maine D: |of—#|<d, |#*|<e. Les coefficients f- sont continus et bornés.

3°) Les dérivées partielles d’ordres respectivement quatre eb deux des A* et
B satisfont dans D & des conditions de Lipschitz.
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Conclusion. Toute solution continue, bornée et 3 dérivées partielles premidres
continues et bornées dans D des équations () vérifie les relations intégrales (20.2)

o los coordonndes « de M, satisfont & des inégalités de la forme
1 =1
lzh| <&, |ab—7]<d,

définissant un domaine Dy D,

II. Transformation variable.

59, Nous allons chercher & établir des formules analogues & (20.2), vérifiées par
les solutions des équations données () en tout point d’un domaine D, de ’espace-
temps, ol les valeurs des coefficients seront astreintes seulement & vérifier des condi-
tions d’hyperbolicité normale et de différentiabilité.

Considérons donc le systéme d’équations (X)

&% us

ou
AMW + B:lgj '}'fs=0.

Nous supposons que dans le domaine D d’espace-temps, defini par
l2t|<e  |o —d'|<d,
ol les trois # sont des nombres donnés, les équations (E) sont du type hyperbolique
normal, c'est-a-dire que
A%>0, la forme quadratique 4" X; X, définie < 0.

En chaque point M, (z;) du domaine D on peut associer aux valeurs 43#= A* (af)

des coefficients 4 un systdme de nombres réels af?, fonctions algébriques, définies et

indéfiniment dérivables des A3, satisfaisant & l'identité

AP X, X, = (a8® Xo)* — (00® Xo)*

Nous désignerons par agp le gquotient par le déterminant @, d’éléments ad? du
mineur relatif & '6lément aff de ce déterminant. Les quantités ag sont comme g’
des fonctions algébriques définies et indéfiniment dérivables des A§* dans D. (Le
carré du déterminant g, étant égal & la valeur absolue 4 du déterminant d’éléments
A*, a, est différent de zéro dans D.)

Faisons le changement de variables linéaire
0
Yo= Gop 2.

Les dérivées partielles des fonctions inconnues u, sont covariantes dans un tel
changement de variables, les équations (E) s’écrivent donc
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Py du
29.1 A*aﬁ—""‘"—f”" *ra LI S i
avec
A*eP = A2 ;) ab,
(22.2)
§7 =B gy

Les coefficients des équations (22.1) prennent au point M, les valeurs (1.4).

En effet:
Ay = A4 ady = —ab* ab” ady af,+ 2 abt ab alsad, = — 68 +2 8% 65,
on a done bien
A*H=1, A*4=0, A"= &

Nous pouvons appliquer aux équations (F), écrites sous la forme (22.1), dans
les variables 3* et pour le point M, correspondant, les résultats de la partie I.
Remarquons tout d’abord que les paramétres d’intégration qui g’introduisent seront
4, Ay, Ap mais que, la surface portant les données de Cauchy étant toujours si=aj*y* =0,
es domaines d’intégration seront déterminés par M, et Pintersection de cette surface
avec le conoide caractéristique de sommet M,. Nous voyons qu’il sera commode, pour
calculer ces intégrales, de choisir les variables y* relatives & un point M, quelconque
de telle fagon que la section d’espace initiale, #*=0, soit une hypersurface it =0. Il
suffira pour cela de choisir les coefficients adf (ce qui est loisible) tels qu’on ait

ah*=0. Nous aurons alors

1

0 0 —_ 44y — RN |

a4 = 0, 44 = —a“ = (Ao ) et Y= T,
0

ot a}y est un nombre positif borné.

23. Application des résultats de la partie 1.

L'application des résultats de la partie I montre alors l'existence d'un domaine
D,< D, défini par |25|<e (qui entraine en tout point M, €Dy, |y6]<n) tel que I'on
puisse 6écrire en tout point M, de Dy une formule de Kirchhoff dont le premier membre
soit la valeur en M, de P'inconnue u,, en fonction des quantités y§=adsf, et dont
lo deuxitme membre se compose d’une intégrale triple et dune intégrale double,
Les quantités 4 intégrer s'expriment au moyen des fonctions

X (, Ay, As, y6) représentant (¥ i, vl 2, d) et QO A A) (e, ... o),

solutions d’équation du type

vt 44
(23.1) X=[B*X)dy'+ Xy, Q=] FX Q'+,

v 734
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oll les fonctions E* et F* sont les fonctions F et F du Chapitre I, mais calculées
& partir des coefficients (22.2) et de leurs dérivées partielles par rapport aux g b
o £,, X, désignent les valeurs pour y*=vyb des fonctions £, X correspondantes.

Afin ’obtenir, sous une forme plus simple, des équations intégrales valables
dans tout le domaine D,, nous prendrons d’une part pour paramétre d’Intégration au
lieu de ¢, 2* (ce qui est possible, al, 6tant en chaque point M, de D, un nombre
positif donné), nmous remplacerons Qautre part celles des fonctions inconnues auxi-
linjires X qui sont les valeurs (en fonctions de trols paramétres) des coordonnées y*
d’un point du conoide X, de sommet M, paxr les valeurs des coordonnés primitives
#* d’un point de ce conoide.

Nous remplacerons pour cela celles des equatlons intégrales qui ont au premier
membre »° par leurs combinaisons linéaires de coefflclents a3f (nombres bornés),
cest-a-dire par les équations de méme type

"
T aff
asfyf =t = | aff AT aly A+ aj,
1'04
ot nous exprimerons les quantités sous les signes d’intégration de toutes nos équa-
tions en fonction des z® au lieu des »* en remplagant dans ces équations les y par
les combinaisons linéaires alpz® (les aqp sont des nombres bornés).

Le systéme d’équations intégrales ains obtenu a, pour tout point M, du domaine D,

des solutions en méme temps que le systéme précédent, solutions qui sont de la forme

X (8, :124, Ay, Ag).

24. Récapitulation des résultats du chapitre I

Nous considérons un systéme d’équations aux .dérivées partielles du second ordre,

linéaires, du type

& Us E)

J.a ;t

47.;; BTA

()
Hypotheses.
1°) Dans le domaine D, défini par
[t|<e, |of—#|<d,
la forme quadratique 4** X; X, est de type hyperbolique normal:

A%>0, la forme quadratique A" X; X; définie <0.



Systbmes d’équations aux dérivées particlles non linéaires. 177

2°) Les coefficients AM ot B'* ont des dérivées partielles par rapport aux «

continues et bornées, jusquaux.ordres respectivement quatre et deux dans le do-
maine .D.

o} £t . .
3°) Les dérivées partielles d’ordres respectivement quatre et deux des A* et
B!? satisfont, dans D, & des conditions de Lipschitz.

Conclusion. Toute solution des Squations (E), possédant dans D des dérivées
partielles premidres par rapport aux a® continues et borndes, vérifie, si af sont les
coordonnées d'un point M, d'un domaine D, défini par

|ob| <ep<e,  |ob—~a|<di<d,

des formules de Kirchhoff dont les premiers membres sont les valeurs au point M,
des fonctions inconnues us et dont les deuxiémes membres se composent d’une in-
tégrale triple (parameétres d'intégration 2%, %y, As) et d'une intégrale double (paramétres
d’intégration Ay, Ay). Les quantités & intégrer s'expriment au moyen de fonctions
X (23, 2, Ay, A) et Q2(af, & J, Ag), elles-mémes  solutions ’équations intégrales
données (28.1) et des fonctions inconnues [us]; la quantité sous le signe d’intégrale
double, qui est prise pour la valeur zéro du paramdtre x*, contient, outre les fonc-

ox”
(valeur sur I, des données de (auchy). Nous obtenons ainsi un systeme d’équations

tions précédentes, les dérivées partielles premicres des fonetions inconnues [ :

intégrales vérifié dans D, par les solutions des équations (B). Nous écrivons ce
systéme sous la forme réduite suivante:

x4

X = [ Eda*+X,

;

0 2n o
0

dnl= l
i

e
Ty

2!1 7
Hda*ddydiy+ [ [Tddydls.
0 0

CrapiTre II.

Equations non linéaires.

1. Nous considérons un systéme (F) de = équations aux dérivées partielles du
second ordre, & n fonctions inconnues et quatre variables, non linéaires du type suivant:
2 T =
(F) A awATVs +fs=0, 8 1, 2... 4:,
oz* o’ Au=1,2...n,

12— 528804 Aela mathematien. 88, Imprimd le 17 novembre 1052
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Les cocfficients A** et fs sont des fonctions données des quatre variables 2° des

.

2.0 2 L3N 8
fonetions inconnucs Wy, et de leurs dérivées premueres — g

Les coefficients A** sont les mémes pour les n équations.

Nous remarquons que les calouls, faits au chapitre précédent pour les équations
lindaires (E), sont valables pour les éguations non linéaires (I): il suffit de considérer
dans ces calculs les fonctions W, comme fonctions des quatre variables °; les coefficients
A et f, sont alors des fonctions de ces quatre variables et les calculs précédents sont
valables, 4 condition évidemment de considérer dans toutes les formules qui font
intervenir les dérivées partielles des coefficients par rapport aux z® ces dérivations
comme effectuées. On aura par exemple

adM _ad™ oW,  8dM 8 (QKV__)
ag® oW, 82®  &(0W,/oaf) 82® \2a’

En appliquant les résultats précédents on montrerait que, sous certaines hypo-
théses, les solutions des équations (F) satisfont & un systéme d’équations intégrales
analogue & (J), mais dont les deuxidmes membres contiennent, outre les fonections
auxiliaires, les paraméties d'intégration et les fonctions inconnues, les dérivées par-
tielles par rapport aux z* de ces fonctions inconnues (puisque les équations I font
intervenir les dérivées des coefficients A**, jusqu’au quatriéme ordre, par rapport
aux %,

Nous n’appliquons donc pas directement aux équations (F) les résultats des
chapitres précédents; mais nous allons montrer que, en dérivant préalablement cing
fois par rapport sux variables z* les équations données (F), et en appliguant aux
équations obtenues les résultats du chapitre I, on obtient un systéme d’équations
intégrales dont les premiers membres sont les fonctions inconnues Wy, leurs dérivées
partielles par rapport aux 2% jusqu'au cingquiéme ordre et des fonctions auxiliaires
X, £, et dont les deuxiémes membres ne contiennent que ces fonctions et les para-

meétres d’intégration.

2. Dérivation des équations (F).

Nous supposons que dans un domaine D de l'espace-temps, centré au point M
de coordonnées 2', 0 et défini par

|6 —%|<d, |ot|<e

et pour des valeurs des fonctions inconnues W, et de leurs dérivées partielles pre-
midres satisfaisant &
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= oW, aW,
|Ws~ W] <, |_5:—1>E T <l

oa aa o

cients A* et f, admettent des dérivées partielles par rapport & tous leurs arguments

- ow :
(01‘1 W, et —: sont les valeurs des fonetions We et — ow, au point ﬁ,). Les coetfi-

jusqu’au cinquiéme ordre.

Nous obtiendrons alors, en dérivant cing fois les équations (F) par rapport aux
variables 2% un systéme de N équations (N est le produit par n du nombre de
dérivées d’ordre cing d’une fonction de quatre variables) vérifié, dans le domaine D,
par les solutions des équations (F) qui satisfont aus indgalités (2.1) et possédent des
dérivées par rapport aux 2° jusqu'au septiéme ordre.

Ticrivons ce systéme de N équations. Nous posons

oW, & Wsa

Fra = Wea, ozt oo’

= I’ngf;

et nous désignons par Us les dérivées partielles d’ordre cing de W,

*W,
92 dxf ot 0o’ 0’

-[Vsuﬂyﬁg U,S‘, S==1, 2, e N.

Dérivons les équations données (F) par rapport & Pune quelconque des variables
2%, nous obtenons n équations de la forme

PW,, {04 oA oW A“‘} oW,
1“ Sa M vy , VL VTS i
4 oxtoa” {6 Wey ~Wrat ow., &z + ar® | a2t +
0 /s 2y © 6]‘3
T AW, Wrat awW,, 8% i Wt = 0

Recommengons quatre fois cette opération, nous obtenons le systéme de N

équations suivant:

0* Waapyoe faA 9.AM BA“‘} 9

AZ“ IVTa + Wﬂa w sfydep +

I A ow,, 7| B
8.4 g A 3A1y
{EW,- I’Vrﬂ"l" aﬂfr “ T"ﬂ+ } 8 m}.IVSu'yﬁe;z o
(2.2) A ) l |
g A A_}‘ 3{1—11 j__/ _Bgil‘WJEﬂé
{aWr a ]:Vrv .WYTM Dxf } d 501 IV!uﬂyG,u - 8Wn' ozt +
afs B 6WryaﬁP5+F -—-O

oW, 02
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olt F, est une fonction des variables zq, des fonctions inconnues Wy et de leurs
dérivées partielles jusquaun cinquiéme ordre inclus, mais non des dérivées d’ordre
supérieur.

TLes dérivées cinquitmes Ug des fonctions W, satisfont done, dans le domaine D

ot sous les conditions énoncées, & un systéme de N ébquations du type sulvant:

*Us alr
An Y M5 TaZ 24 —
(2.3) Alazjam"-}—BS P - Fg=0.

Tes coefficients 4%, BI* et Fs de ces équations sont des polyndmes des coeffi-
cients A* et f, des équations données (F) et de leurs dérivées partielles par rapport
4 tous les arguments jusqu’au cinquiéme ordre, ainsi que des fonctions inconnues
W, et de leurs dérivées partielles par rapport aux z* jusqu’au cinquidme ordre. Les
cocfficients A** ne dépendent que des variables 2°, des fonctions inconnues W, et
de leurs dérivées partielles premidres Ws,, les coefficients BE* ne dépendent que des
variables 2°, des fonctions inconnues W, et de leurs dérivées partielles premiéres et

secondes Wiy et Wiap.

3. Application aux équations obtenues des résultats du éhapitre I

Nous considérons les équations (F') comme un systéme de N équations linéaires
du second ordre, aux fonctions inconnues Ug et nous appliquons & ces dquations les
résultats du chapitre précédent. Nous obtiendrons un systéme d’équations intégrales
dont les premiers membres seront des fonctions auxiliaires 2, X' et les fonctions in-
connues Us; les quantités figurant sous les intégrales des seconds membres sexpri-
meront au moyen des fonctions auxiliaires X, des fonctions inconnues Us et de la

. . .. oU . _y
valenr pour 2*=0 de leurs dérivées partielles premiéres Y des paramétres d’inté-

Fyeh
gration, ainsi que des cocfficients A*, Bs* et Fg (considérés comme fonctions des o)
et de leurs dérivées partielles jusqu’aux ordres respectivement quatre, trois et zéro.
AM BT ot Fs ne faisant intervenir les dérivées partielles des fonctions Ws que
jusqu'aux ordres respectivement un, deux et cing, les deuxiémes membres des équa-
tions intégrales considérées ne contiendront, outre les fonctions auxiliaires X, 2, les

fonetions Us et la valeur pour z*=0 de leurs dérivées premiéres %U—f, et les para-
@

métres d’intégration, que les fonctions inconnues W, et leurs dérivées partielles
jusqu’au cinquidme ordre inclus.
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Equations intégrales vérifies par les fonctions W, et leurs dérivées.

Qi les fonctions W, et leurs dérivées partielles jusqu’au cingquiéme ordre Wia,
Weap, -« +» Wsapyse=Us sonb continues et bornées dans un domaine D d’espace-temps
(ot =7 | <d, |a*| <¢) elles vérifient dans ce domaine les relations intégrales

We (2% = f Weo(d, 2) dt+ Ws (@, 0)
(3.1)

Wiapys (@)= | Weappos (@ 2) A+ Wiapya (<, 0).
0

Kn adjoignant au systéme d’4quations intégrales, précédemment considéré, le
systéme (3.1) mous pourrons alors obtenir un systéme d’équations intégrales, vérifié,
sous certaines hypothéses, par les solutions des équations données (F), dont les seconds
membres ne contiendront que les fonctions figurant aux premiers membres.

4, Données de Cauchy.

Nous écrirons ce systéme d’équations intégrales en vue de résoudre, pour les
¢équations données (F), le probléme de Cauchy: recherche des solutions W des équa-
tions (F) qui prennent, ainsi que leurs dérivées partielles premiéres, des valeurs
données dans un domaine (d) de Ihypersurface initiale 2!=0:

Ws (&, 0) = ('),
oW,
(@ 0= &)

ol @, et s sonb des fonctions données des trois variables ' dans le domaine (d). Nous
montrerons que, sous les hypothéses suivantes, les données de @s eb s déterminent les
valeurs dans (d) des dérivées partielles jusqu’au sixiéme ordre de la solution W des
équations (&)

Hypothéses.

1°) Dans le domaine (d), défini par

& —&|<d,

les fonctions @, et s admettent des dérivées partielles continues et bornées par

rapport aux trois variables 7 et satisfont aux inégalités

_ - o0 0
(4.1) IfPS“‘PsISZoSl: Iills—‘?p,ISloSl, lﬁ_gg‘i‘gloﬁl-
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2°) Dans le domaine (d) et pous des valeurs des fonctions

0 ”s a”s a(Pa
We=gpa, Fr e ¢ P27 " ad

satisfaisant aux inégalités (4.1), les cocfficients 4** et [, ont des dérivées partielles
continues et horndes par rapport & tous leurs arguments, jusqu'au cinquiéme ordre.

3°) Dans le domaine (@) et pour les fonctions @, et 4, considérées le coctficient
AY est différent de zéro. o

Tl résulte en effet de la premiére hypothése que les valeurs dans (d) des dérivées
partielles jusqu’au sixiéme ordre, correspondant & une dérivation au plus par rapport
4 %, des solutions W, du probldme de Cauchy posé sont égales aux dérivées par-
tielles correspondantes des fonetions ¢, et 1y, et sont continues et bornées dans (d).

Les valeurs dans (d) des dérivées partielles jusqu’au sixidéme ordre des fonctions
W,, correspondant & plus d’une dérivation par rapport & z*, s’expriment en fonction
des précédentes, des coefficients A** et f; des équations (F) et de leurs dérivées
partielles jusqu’au quatriéme ordre. La troisiéme hypothése montre en effet que les
equations (F) permettent de caleuler, étant données dans (d) les valeurs des fonctions
Ws, Wea, Wiai, la valeur dans (d) de Wy, d’olt Pon déduira par dérivation la valeur
dans (d) des dérivées partielles correspondant 4 deux dérivations par rapport & .
Les équations dérivées des équations (F) par rapport aux variables a* (jusqu’au
quatridme ordre) permettent, de maniére analogue, de calculer dans (d) les valeurs
des dérivées partielles jusqu’au sixiéme ordre des fonctions W,. Il résulte des trois
hypothéses précédentes que toutes les fonctions obtenues sont continues et bornées
dans (d).

Nous poserons

Wa (o, 0) =y (&),

Us (@, 0)= D5 ('),

aU,
oot (0 0 =¥s(2)

5. Récapitulation des resultats du chapitre II.

Nous considérons un systéme de n équations aux dérivées partielles du second
ordre, non linéaires, du type suivant:

*EW,
l’“ +/sm"0}

A
4 drtdat
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olt A* &t f, sont fonctions des W, et de leurs dérivées partielles premiéres, et des
quatres variables 2%

Nous avons vu que, sous les hypothéses du § 2, les solutions sept fois différentiables
des équations (F), satisfaisant aux inégalités (2.1), vérifient le systéme de N équations
& Us
ozt o

2

A L L !
0w

ot Us désigne Pune quelconque des dérivées partielles cinquiémes de W, cf ot AM,
BT* ot Fys sont des fonctions des variables ¥, des fonctions W, et de leurs dérivées
partielles jusqu’aux ordres respectivement un, deux et cing.

Nous avons montré que, sous les hypothdses du § 4, toute solution sept fois
différentiable du probléme de Cauchy (données de Cauchy @s, vs) prend, ainsi que
ses dérivées partielles jusqu’au sixiéme ordre, des valeurs données continues et bornées
dans le domaine considéré de la surface Initiale.

Nous appliquons aux équations (2.3) les résultats du chapitre I et nous adjoi-
gnons aux équations intégrales obtenues les équations intégrales (4.1).

Récapitulons les hypothéses faites et les résultats obtenus.

Hypothéses.
A) Dans le domaine D défini par | —&]<d, |a*|<e et pour des valeurs des

fonctions inconnues satisfaisant &

W, oWs  0s
ozt y)slSl, lﬂa;' o'

<1

' “/Vs'“"(ﬁs‘gl,

19) Les coefficients A* et f, ont des dérivées partielles par rapport & tous
leurs arguments jusquwau cinquiéme ordre continues et bornées, les dérivées d’ordre
cing satisfaisant &4 des conditions de Lipschitz;

2°) La forme quadratique A X, X, est de type hyperbolique normal: 4% >0
‘ot la forme A X, X, définie négative.

B) Dans le domaine de la surface initiale z*=0, définie par |#'—#|<d, les
données de Cauchy @ et ys admettent des dérivées partielles continues et hornées

jusqu’aux ordres respectivement six et cing.
D

Conclusion. Si nous considérons une solution W, sept fois différentiable du
probléme de Cauchy posé, possédant des dérivées partielles par rapport aux z*
jusqu’au sixidme ordre, continues et bornées et satisfaisant aux inégalités (2.1) dans D,
elle satisfait dans ce domaine aux équations F'. Les équations F', considérées comme
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équations linéaires aux fonctions jnconnues Usg, satisfont aux hypothéses du cha-
pitre I donc:
Tl existe un domaine Dy=D dans lequel les fonctions W, vérifient le systéme

’équations intégrales suivant.

Systéme d'équations intégrales (I).

(e systéme est composé

1°) d’équations ayant au premier membre une fonction X des trois parametres
o, dy, Ay (veprésentatifs d'un point du conoide caractéristique de sommet M, (z,)) et
des quatre coordonnées z§ d’un point My € Dy. Ces fonctions X sont les fonctions

2, 9, ol 2, vin, #n, vine, 2 du chapitre I. Ces équations sont de la forme
4
X=[E(X)da*+X,,
zyd

olt X,, valeur de X pour ot =23, est une fonction donnée de G, A, A3
2 * M g o 4
2°) d’équations ayant au premier membre une fonction (a5, 75, Ay, Ag) (fone-
tions wh, whi, iy du chapitre I), de la forme

1-4
0= [F(X, Q)da'+ 2,
gyt
ot 2y, valeur de ©Q pour z'=2f, est une fonetion donnée de zf, 4g, As;
3°) d'équations ayant au premier membre une fonction W des quatre coordonnées
2® d'un point M €D. Les fonctions W sont les fonctions Wy, Wy, Wiap, Waapy,
Wapys- Les équations sont de la forme-
T4
W= [GW,0)de"+ W,
0
olt Wy, valeur de W pour =0, est une fonction donnée des trois variables '
4°) d’équations ayant au premier membre une fonction U des quatre coordonnées
78 d’'un point M,€D,. Les fonctions U sont les fonctions Us, dérivées cinquiémes
de W,. Ces équations (formules de Kirchhoff) sont de la forme

0
o-

Tq

iz L

[Haztdd,dg+ [ [Iddydds.
00 00
Les quantités E, F, @, H, I sont formellement identiques aux quantités correspon-
dantes caleulées aux chapitres I pour les équations (E) (en considérant les dériva-
tions par rapport aux z* comme effectuées). La quantité ¢ est une fonction W ou U.

Toutes ces quantités s’expriment donec au moyen des fonctions X, 2, W et U,
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figurant sux premiers membres des équations intégrales considérées, et font intervenir
les dérivées partielles des 4* et f, par rapport & tous leurs arguments, jusqu’an
cinquiéme ordre, et les dérivées particlles des données de Cauchy @, et v, jusqu’aux
ordres six et cing (dans la quantité I et par Wy).

Résolution du probléme de Cauchy.

Pour résoudre le probléme de Cauchy pour les équations non linéaires F nous
pourrions chercher & résoudre, indépendamment de ces gquations, le systéme d’équa-
tions intégrales vérifié par les solutions (ot montrer ensuite que cette solution est
effectivement solution du probléme de Cauchy posé). Malheureusement il se présente,
pour cette résolution, des difficultés: nous avons montré au chapitre I que les quan-
tités figurant sous le signe d’intégration (en particulier H) sont continues et bornées,
en supposant la différentiabilité des coetficients 4**, considérés comme fonctions données
des variables 2% ces conditions n’étant pas réalisées quand les fonctions Wi, Wsas

. . gt ,
..., Us sont indépendantes, la quantité [A”Jéga—c;,,d ne sera alors pas bornée et

continue.
Pour résoudre le probléme de Cauchy nous passerons donc par Pintermédiaire

d’équations approchées Fy, ol les cocfficients A** seront des fonctions données des z°,

. 18]
obtenus en remplagant W par une fonction donnée W,. Les quantités figurant sous

les signes d'intégration des équations intégrales vérifiées par les solutions seront alors
continues et bornées 'l en est ainsi des fonctions Ws ... Us considérées comme in-
dépendantes. Nous pourrons alors résoudre les équations intégrales et montrer que
leur solution Wi ... Us est solution des équations Fy et que les Wse ... Us sont

les dérivées partielles de W,; mais il nous faut pour cela, dans le cas général, prendre

(1)
pour fonction W une Sonction six fois différentiable (puisque les équations intégrales

font intervenir les dérivées cinquidmes des A*); la solution W, trouvée n’étant que
cing fois différentiable, nous ne pourrons pas itérer Popération. La méthode exposée
ne pourra donc s'appliquer- que si les A* ne dépendent que des Ws et non des Wsa:
il suffira alors de supposer la fonction d’approximation cing fois différentiable.
Nous exposerons en détail la solution du probiéme de Cauchy dans ce cas au
chapitre III, et nous P’appliquerons aux équa,tidns de la relativité au chapitre IV.
Dans le cas général, oil A est fonction de Ws et Wy,, on peut résoudre le
probléme de Cauchy en passant par Fintermédiaire d’équations approchées, non des
équations (F) elles-mémes, mais d’équations préalablement dérivées par rapport aux

2 et considérées comme. équations intégro-différentielles aux. fonctions inconnues Wsa.
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Caarrre 111,

Résolution du probleme de Cauchy dans le cas oit les coefficients 4%~ ne
dépendent pas des dérivées partielles premidres des fonctions inconnues.

1. Nous considérons dans ce chapitre un systéme (F) de # équations aux dé-
rivées partielles du second ordre & n fonctions inconnues et quatre variables, du type

précédemment étudié:

*W,
G 1> s -
(@) “6:1:‘39;“ f=0,

mais ot les coefficients A** sont fonctions seulement des variables z* et des fone-

) . e, . . oW .
tions inconnues ., et non des dérivées particlles premiéres -é—w—ade ces fonetions.

Les coefficients /s sont fonctions, comme précédemment, des variables z°% des

. - PR 4 M MY a £
fonctions inconnues W, et de leurs dérivées partielles premiéres =

Formation d'un systéme d’équations intégrales vérifié par les solutions des
equations (G).

Nous obtiendrons un systéme d’équations intégrales vérifié par les solutions des
équations (G) en employant les méthodes utilisées au chapitre précédent pour les
équations du type général (F). Remarquons toutefois que, dans le cas des équations ((),

.. . ) .ol ,
les coefficients 4** ne contenant pas les dérivées partielles premidres az{f = Wi, il

suffira ’appliquer les résultats du chapitre T aux équations déduites des équations (G)
par quatre dérivations par rapport aux variables z° pour obtenir un systéme d’équa-
tions intégrales dont les seconds membres ne contiennent pas d’autres fonctions que
celles figurant aux premiers membres. Les calculs effectués au § 2, chapitre IT mon-
trent en effet que ces équations dérivées s’écrivent, en désignant par Ug l'une quel-
conque des dérivées quatriémes des fonctions inconnues W,

ot

Uz

4 S o

+B I‘F 3:=0.

A** ne dépend que des variables z* et des fonctions W,.

BF, qui est une somme de dérivées partielles premidres des fonctions 4* con-
sidérées comme fonctions des variables z® et de dérivées partielles premidres d’une

fonction f, par rapport aux dérivées partielles premicres W,, des fonctions inconnues,
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ne dépend que des variables =%, des fonctions inconnues W, et de leurs dérivées par-
tielles premicres Wi,.

Fs est un polyndme des coefficients A* et /s et de leurs dérivées partielles par
rapport 4 tous leurs arguments jusqu'au quatriéme ordre, ainsi que des fonctions
W, et de leurs dérivées partielles par rapport aux variahles 2% jusqu’au gquatriéme
ordre.

Les équations intégrales (J), vérifiées par les solutions hornées et & dérivées pre-
midres hornées des équations (G'), déduites comme au chapitre II des résultats du
chapitre I, ne font intervenir que les coefficients 4** et BI* et leurs dérivées par-
tielles jusqu’aux ordres respectivement quatre et deux, ainsi que les coefficients Fs.
On vérifie donc que ces équations (J) ne contiennent pas de dérivées partielles des
fonctions W, d’ordre supérieur a quatre.

Nous rencontrerions évidemment, pour résoudre le systéme d’équations intégrales (J)
directement la méme difficulté que dans le cas général: la quantité H sous le signe
[[] n’est pas bornée en général si Wy, Wso ... Us sont des fonctions indépendantes.
Nous pourrons toutefols, dans le cas olt les A** ne dépendent pas des dérivées pre-
micres des W,, résoudre le probléme de Cauchy en utilisant les résultats obtenus sur
le systéme d’équations intégrales verxfle dans un certain domaine, par les solutions
des équations données () de la maniére que nous allons exposer dans la suite.

2. Plan du Chapitre III. (Résolution du probléme de Cauchy.)
A Nous considérerons un systéme &,, approché de @, obtenu en remplagant dans

A“‘ (et non dans ]‘5) les inconnues W, par des valeurs approchées Ws satisfaisant a

des hypothéses convenables.

I. Nous montrerons que le systéme d’équations intégrales Jy, vérifié par les

solutions du probléme de Cauchy donné relativement aux équations Gy, admet une
[¢))
solution unique continue et bornée dans un domaine D indépendant de W, si on le

considére comme systéme d’équations intégrales aux fonctions inconnues indépen-
dantes X, 2, W, U.

TI. Nous montrerons ensuite que les solutions trouvées de J, sont solutions du
probléme de Cauchy donné pour les équations @; dans tout le domaine D et que

les fonctions W, obtenues admettent pour dérivées partielles jusqu’au quatrieme ordre
(1)
W,a ... Us et satisfont aux mémes hypothéses que W,. Nous désignons ces fonctions
)
par W,.
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B. La résolution du probldme de Cauchy pour les équations &, définit, d’aprés
)
los résultats précédents, une représentation de Despace des fonctions W, dans lui-

méme. Nous montrons que cette représentation admet un point fixe, appartenant
i Tespace. Les fonctions IV, correspondantes sont solutions des équations (&) données.
Cette solution, unique, posséde des dérivées partielles continues et bornées jusqu'au
quatriéme ordre.

3. Hypothéses faites dans le chapitre III.

1°) Dans le domaine D défini par

|#—3'|<d, [o'<e

et pour des valeurs des fonctions inconnues satisfaisant &
oW,

P

aWs ag,

Bd’  od”

(3.1) |Ws—s| <1, l

<l, <l

a) Les coefficients A* et f; admettent des dérivées partielles par rapport &
tous leurs arguments jusqu’au quatridme ordre, continues, bornées et satisfaisant &
des conditions de Lipschitz.

b) La forme quadratique A** X, X, est de type hyperbolique normal A¥=>0,
A X, X; définie négative. |

9°) Dans le domaine (4) de la surface initiale, défini par |&' —&'|<d, les données
de Cauchy ¢, et y, possédent des dérivées partieiles’ continues et bornées jusqu’aux
ordres respectivement cing et quatre satisfaisant & des conditions de Lipschitz.

4. Equations approchées Gj.

Nous considérons un systéme d’équations approchées du systémes (&) obtenu en

remplagant dans les coefficients A* (et non dans f;), les fonctions inconnues par des
h : '
fonctions données W, qui admettent des dérivées partielles continues et bornées

o " ) ) ) )
jusqu’au quatriéme ordre (nous les désignons par Wiy, ..., Us) dans le domaine D:

|t —a|<d, |s'|<e
et satisfont aux inégalités
W

(o)
M oW, 0gq aw, -
w,’,_ e << 3 _ _._(E_s_ hLAAL
| ey oz 3:1:"5’ dazt pe| <4
Nous écrivons le systéme obtenu:
W EW o
An
A Iax"a;"‘+f520. (Gl)



Systémes d’équations aux dérivées partielles non linéaires. 189

Une solution Wy, six fois différentiable et satisfaisant aux inégalités (3.1), des
équations (G,) vérifie done, dans D, les équations suivantes:

32 US laUT

(1)2
A #+Bs

+ Fsu 0. (@1)

On voit facilement, grice & des formules analogues aux formules du chapitre [T, que

W
1°) A’”‘ est une fonction des variables «® et des fonctions données Wi;

2°) B” est une somme des fonetions suivantes:

a) dérivées partielles premiéres des A“‘ considérées comme fonctions des vari-
W (1)
ables 2® (done comme fonctions des variables a” et des fonctions Wy et Wsa)s

b) dérivées partielles premiéres d’une fonetion f, par rapport aux fonctions W,
(done des fonctions des @, Wy et Wia).

W @
3°) Fg est un polyndme des coefficients AM et f, et de leurs dérivées partielles

par rapport & tous leurs arguments jusqu’au quatridme ordre, ainsi que les fonctions
[ fe
W, et Wy, et de leurs dérivées partielles par rapport aux 2® jusqu’au quatriéme ordre.

5. Application des résultats du chapitre I

Les coecfficients des équations (G3), considérées comme des équations linéaires du
type (E) aux fonctions inconnues Us, satisfont done dans le domaine D aux hypo-
théses du chapitre I. Tl existe donc un domaine Dy< D dans lequel les dérivées
cinguidmes Us d’une solution W, du probléme de Cauchy posé, qui posséde des
dérivées partielles continues et bornées jusqu’au sixiéme ordre et satisfait aux inéga-
lités (3.1), vérifient des formules de Kirchhoff, dont les premiers membres sont les
valeurs au point M, €Dy, de ces fonctions Us. Ces équations, jointes aux équations
intégrales ayant au premier membre des fonctions auxiliaires X et £2, et & des équa-
tions intégrales analogues & (4.1) (II), forment un systéme d’équations intégrales que
nous désignons par oJ;.

6. Systéme d’équations intégrales Jy.

Clonsidérons (indépendamment des équations initiales @) Vensemble des relations
intégrales J, comme systéme d’4quations intégrales & quatre groupes de fonctions
inconnues X, 2, W et U. Le systéme se compose des quatre groupes d’équations
suivants:

1°) Des équations intégrales ayant au premier membre une fonction X des quatre
coordonnées 2% et de trois parametres @4, Ay, Ay (fonctions correspondant aux fonetions
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&, g, ol .. 2l qui définissent les conoides caractéristiques). Ces équations sont de

la forme e
(1) X (a8 2, Ay, Ao = [ Bdat+ Xy (o, @b, Aus do).
T,

X, est une fonetion donnée. (Pour 2, m, yl ... les valeurs de X, sont respectivement
] 0
Ty, ™, 0., )
E est une fraction rationnelle de dénominateur

* (1)* 44 (D*H
T = A + A VUi

des quantités suivantes:

[8)]
a) coefficients A% ot leurs dérivées partielles par rapport & tous leurs arguments

@
jusquan quatridme ordre (fonctions de W,(2") et 2 ol 7' est remplacé par la fonc-

(1) . RN
tion X correspondante), fonction W, et dérivées partielles jusqu’au quatrigme ordre;
b) fonctions X;

M W W
¢) quantités als et aff, fonctions algébriques des valeurs des coefficients A**

W
pour les valeurs af et W, (2f) de leurs arguments.
9% Des équations ayant au premier membre une fonetion £ des x§ et des para-

mbtres a*, A,, A5 (fonctions correspondant & w§, w51, 517). Ces équations sont de la forme
rd

(2) Q= [ Fas'+Q,
Tyt

oft £, est une fonetion donnée (pour ey, @i, whiy, les valeurs de £2, sont respective-
ment 6, 0, 0).
: : ‘ : wa_ Paae , Duia :
F est une fraction rationelle (de dénominateur 7" =4 4 A4 ) des quantités

snivantes:
Lol Y P ‘ :
a) coefficients A** et Bg* et dérivées partielles par rapport & tous leurs avgu-
. . . 4 . e @)
ments jusqu’aux ordres respectivement trois et deux (c’est-a-dire coefficients A*%, 1,
et leurs dérivées partielles jusqu’au troisidme ordre);

)

b) fonctions W,(2") et leurs dérivées partielles jusqu’au troisiéme ordre et
fonetions Wy, (2%, Wsap (@), Weapy (%) (fonctions W (z). Les 2' sont toujours remplacés
par les fonections X correspondantes;

¢) fonctions X et £

o W
d) quantités adp et af’.
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o] 2 L . .
3°) Des équations ayant au premier membre une fonction W des quatres coor-
données 2% Ces équations sont de la forme

(3) W (z%) = TG da* + W,y (2).
0

W, désigne une fonction donnée. (Pour les fonctions We, Wsy ... les valeurs de
W, sont respectivement s, @si, - . .).

@ est une fonction W ou une fonction U.

4°) Des formules de Kirchhoff, ayant o premier membre une fonetion U des
quatre coordonnées g

0 2n = 2 n

(4) bnUal)= [ [ [Rdadigdd+ [ [TdAdl.
0 0 0

gt 0
a) H est le produit de la racine carrée d’une fraction rationnelle de dénomina-

o) ~
teur D* (polynome de 4*, X, X et p?) et de numérateur 1, par la somme des deux
fractions rationnelles suivantes:

1) Une fraction rationnelle H, de dénominateur (D*)° (25— 2*) T** (qui ne provient
que des termes de lopérateur L; qui contiennent les dérivées partielles secondes de

la fonction o) dont le numérateur est un polyndme des fonctions suivantes:

4]
A ot leurs dérivées partielles premidres et secondes par rapport & tous leurs argu-

@
ments (fonctions de W, (z*) et 2" ol o est remplacé par la fonction X correspondante).

&) 1) €3]

Ws (z%), Wsalz®), Wsap (7).

X et X. (On a désigné par X le quotient par zf—a"* des fonctions X pour
lesquelles X,=0).

U(z°) et £, qui n'interviennent que par le produit [U,]wi en facteur dans le
polyndme considéré.

Remarquons que ce polyndme, fonction des sept arguments 2§, at, Ay, Ay, s’annulle

pour *=uxj.

9) Une fraction rationnelle H), de dénominateur (D*)2 T** des quantités sui-

vantes:

g @ W
coefficients A**, Bs" et Fg, et leurs dérivées partielles des deux premiers Jusqu aux

ordres respectivement deux et un, par xapport 3 2% (Pest-d-dire coefficients A’”‘ et
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tep? ¢ 4 . 3 I
/, et leurs dérivées partielles par rapport a tous les arguments jusqu’au. quatricme

(1) )
ordre, et fonctions W, (@ ... Us(@d), Ws(@®) ... Us(@")

fonctions X et X

fonetions £ et £ (on a désigné par 2 le quotient par zg—a' des fonctions
£ pour lesquelles 2,=0);

b) T est la valeur pour #*=0 du produit de la racine carrée dune fraction

rationnelle de dénominateur D¥, de numérateur 1 par une fraction rationnelle de
)
dénominateur (D*)? A*** 1% des fonctions suivantes:

(1)
A* et leurs dérivées partielles premitres par rapport 4 tous leurs arguments;

dérivées partielles premidres de f, par rapport & Wiy (interviennent par linter-

(1)
médiaire de B, fonctions de Ws(z%), Wi (2) et X%
6]

ﬁ}g (z") et Wsa(2%);

X et }1’, £ et .{5;

données de Cauchy ¢, (2') et v, (z') et leurs dérivées partielles par rapport aux
¢ jusqu'aux ordres respectivement cing et quatre.

I. Résolution du systtme d’équations intégrales J,.

7. Nous remarquons que le systtme d’équations intégrales J, se subdivise en
deux groupes; d’'une part

(1) \=fE dat + X,,
d’autre part ‘ 4 -
(2) 0= ];F(Zw“+!20,
(3) W= j"G dat + W,
0() 2n x 2 n
(4) dn U = J Of Hda* ddy ddg+ (_)/' b{ 1ddydl.

Les équations (1) ne contiennent pas d’autres fonctions inconnues que les fone-
tions X. Nous les résoudrons tout d’abord.

Nous remarquons d’autre part que la fonction H, est une fonction connue quand
les X sont connus. Nous pourrons alors borner la quantité H sans faire d’hypothise
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sur les dérivées des fonetions U et W, considérées comme indépendantes, et résoudre
les équations restantes (2), (3) et (4).
Nous allons done montrer que le systéme d’équations intégrales J, admet une

solution unmique, moyennant les hypothdses faites sur les coefficients AM et [, et des
o)
hypothéses sur les fonctions W,. Nous rassemblerons ces hypothéses sous le nom

d’hypothéses B et B’ et les énoncerons dans les deux paragraphes qui vont suivre.

8. Hypothéses (B).
1°) Dans le domaine (D) défini par
o —&|<d, |o|<e
et pour des valeurs des fonctions W, eb W, satisfaisant &:
(8.1) [We—ws|<l, | Wa—oul <], | Wos—ps| <l

a) Les coefficients A ot f, admettent des dérivées partielles par rapport & tous
leurs arguments jusqu’au quatridme ordre, continues et bornées par un nombre donné.

b) La forme quadratique A X; X, est de type hyperbolique normal. Le coefi-
cient 4% est supérieur 4 un nombre positil donné. ' '

Tes coefficients aff et alp relatifs aux valeurs des coefficients A* en un point

du domaine précédent sont bornés par un nombre donné.

)
2°) Les fonctions d’approximation W, admettent dans le domaine (D) des dérivées

partielles jusqu’au quatriéme ordre continues, bornées et satisfaisant aux inégalités
W o )
|T/Vs“"¢slﬁlg |Wsi_‘PslISZ, IWM_'!/)sIgZ

M W
et aux inégalités analogues |W—TW,|<l jusqua |Us—Ds| <l
3°) Dans le domaine (), défini par
|af -2 | <d,

les données de Cauchy @, (zf) et s (af) possédent des dérivées partielles continues et
bornées par rapport aux variables # jusquaux ordres respectivement cing et quatre.

Nous désignerons par bornes (B) les différentes bornes figurant dans ces hypo-
théses (d, e, [, bornes des coefficients et des données de Cauchy).

9. Hypothéses B'.
1°) Dans le domaine (D) et pour des valeurs des fonctions W, et W, satis-
faisant aux inégalités (8.1), les dérivées partielles dordre quatre des coefficients 4**

ot f; satisfont & une condition de Lipschitz donnée par rapport 4 tous leurs arguments.
18 — 523804 Aciq mathematica. 88, Imprimé lo 18 novembre 1952
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2°) 1l résulte alors des hypothdses (B) que, dans le domaine D et pour des
valeurs des fonctions W, satisfaisant & (8.1), les coefficients a&®, alp et leurs dérivées
partielles jusquau quatriéme ordre vérifient une condition de Lipschitz donnée par
rapport & leurs arguments g, W, (25).

3°) Les dérivées partielles d’ordre quatre des fonctions W, satisfont & une con-

dition de Lipschitz par rapport auz frois arguments o,
Des hypothéses (B) 3°) il résultait I'inégalité

[0)] (1) ,
|W, (') — W, (&) [ <V 2|2’ —2"|

W -
et les inégalités analogues pour les dérivées partielles des W, jusqu’au troisiéme ordre.
Nous aurons de plus:
o o)
|Us @, %) - Us (2, )| <12 |2 -]

4°) Dans le domaine (d) les dérivées partielles d’ordres respectivement cing et-
quatre des données de Cauchy g, et v, satisfont & une condition des Lipschitz par

rapport aux variables .
Des hypothéses (B) il résultait I'inégalité

g (') = o () | <G E [ ~ | ‘

et les inégalités analogues pour les fonctions y, et les dérivées partielles de s et g
jusqu’aux ordres trois et quatre.
Nous avons de plus:

[ s (@)~ das (') | < B E [ ("' — 2]
s (&) = s (&) | < 2|~ o],
ot I et Iy sont des nombres donnés qui satisfont &
1>,

Nous désignerons par bornes (B’) les bornes figurant dans ces hypothéses.

10. Résolution des équations (1).

Nous résoudrons tout d’abord les équations (1) définissant le conoide carac-
tévistique. Ces équations intégrales non linéaires, ayant au premier membre une fone-
tion X, ne contiennent pas d’autres fonctions inconnues que les fonetions X.

(1 X= [EX)dat+X,.

#pt
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Espace fonctionnel E.

Nous résoudrons les équations (1) en considérant un espace fonctionnel E, lesm
coordonnées d’un point de & (m est le nombre des fonctions X) étant des fonctions &,

continues et bornées des sept arguments af, at, £y, Ay dans le domaine A défini par

loh—&|<d, |xb|<E (@),

O<zt<ay, 0<l<m, 0<Ah<2m,

avee & (zh)<e (€ figurant dans les hypothéses (B)).

Les fonetions X, prennent pour 2* =g} les valeurs données X,. Nous désignons
par M, le point de € de coordonnées X, (valewrs des fonctions X, pour =7, z5=0"
et nous supposons que les fonctions X satisfont aux inégalités

ot M est un nombre donné que nous préeiserons plus loin.

11. Distance de deux points de E.
Nous définirons dans Despace & la distance de deux point M, M par le maxi-
mum dans le domaine A de la somme des valeurs absolues des différences de leurs

coordonnées:

d (M, m{)=MaxE|X{fX1|.

La norme ainsi introduite munit Vespace & de 1a. topologle de la convergence
uniforme, et on vérifie aisément que 1’espace £ est un espace normé, complet et

compact.

12 Representatlon de 1'espace € dans lui-méme.

-~ Au pomt m, de € de coordonnées X, nous associons un point M, dont les
coordonnées X, sont définies par

(12‘1) [ . Xzzf.E] (Zm4+Xoe- :

E, désigne la quantité B figurant dans les équations (1), o les fonctions X sont
remplacées par les coordonnées correspondantes X, de M.

Montrons que cette représentation (12.1) est une représentation de l'espace €
dans lui-méme, cest-d-dire que les X, sonb des fonctlons continues et bornées de

1 §auf pour les fonctions o (pour lesquelles X, = :z:f)) los fonetions X, sont des constantes ou
des fonctions de 4y, Ay geuls. ‘ ‘
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leurs sept arguments, prennent pour a' =24 les valeurs X, et satisfont aux mémes
indgalités (10.2) que les Xy, si e(zh), qui définit le domaine de variation de Pargu-
ment xj des X, est convenablement choisi. o o
Les B, sexpriment en effet rationellement (cf § 6) au moyen des W,y 47", de

. . » -y i 2
leurs dérivées partielles jusqu’au quatriéme ordre (z° est remplacé dans toubes ces
(03] [¢})
. . - 0, .
fonetions par la fonction X, correspondante), X, a3, ang: toutes ces fonctions sont,

Q’aprds les hypothdses (B) et les hypothéses faites sur les X, des fonctions continues
et bornées des sept arguments xf, z*, A;, 4. D’autre part le dénominateur des fonetions
E, est

48] [¢}) (48]
T;4"‘= (A*44+A*i4 291)1

ot prend la valeur 1 pour zt=25, X, =X,. Il résulte immédiatement des hypothéses

. 1
(B) et (B) et des inégalités vérifides par les X, que T™* satisfait & des conditions

de Lipschitz
)
[T -1]|<T'{Z

X = X[ +]|at s} <17 (m M +1) |2 — 2],

ol I' ne dépend que des bornes (B) et (B').
Nous pourrons donc choisir & (zp) suffisamment petit pour que le dénominateur
considéréd soit différent de zéro dans A. Par exemple pour
1
i

(%) S

(@) < 5 (mM + 1)
nous aurons dans le domaine A

[6)]
(12.3) |T*4| > $.

Les quantités E, sont alors des fonctions continues des sept arguments zf, 2,
Ay, 23 dans le domaine 4, et sont bornées par un nombre M qui ne dépend que

des bornes (B)
E. <M.

Les fonctions X, sont done des fonctions continues et borndes de leurs sept
arguments. Elles vérifient les inégalités
(12.4) | X, — X< M |af— 2.

I suffira done de prendre &(zh) tel que

d—' |
(12.5) o s21=3b),

pour que Pon ait 3
| X,—~ X, |<d.
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(Remarquons que le nombre M de I'inégalité (10.1) a été choisi de maniére & ce que
los fonctions X, vérifient la méme inégalité que les fonctions X, cf. (12.4).

Te point M, sera done un point de & si g (a:f;.) vérifie les inégalités (12.2) et (12.5).

13. La représentation diminue les distances,

Montrons que la distance de deux points représentatifs TH,, M, est inférieure
5 la distance des points initiaux TH;, M si e(a%) est convenablement choisi.

Nous déduisons immédiatement des équations (12.1) l'inégalité
(13.1) | X5— X, | <|ob—at| Max | B~ Iy

Les B, étant des fractions rationnelles & dénominateurs non nuls de fonctions
bornées vérifiant des conditions de Lipschitz par rapport aux X, (les X, vérifiant les
inégalités (10.1) nous pouvons en effet utiliser les hypothéses B). Nous avons
d’autre part _

|E{—E1|_<_M’-E|X{—-X1|,

ot M’ est un nombre qui ne dépend que des bornes B et B'. Dou

d (M, mé)smM’-Mjoa(wB) -d (M, M.

Pour que la représentation (12.1) de Tespace £ dans lui-méme diminue les distances

il suffira donc que e (zp) satisfasse &

1
2 i el
(13 ) E(w0)<'m,ﬂ/[’
Nous choisirons done & (zh) satisfaisant aux inégalités (12.2), (12.5) et (13.2). La
yeprésentation (12.1) de T'espace £ normé, complet et compact dans lui-méme, dimi-

nuant les distances, admettra alors un point fixe unique appartenant 4 cet espace.

Conclusion. Dans le domaine
iwﬁ—i‘lgd, I:r‘é|<e(xf,)

(13.3) O<it<al, 0<l<m, 054,<2m

Le systéme d’equations intégrales (1) admet une solution unique, continue et
bornée, vérifiant les inégalités
(13.4) | X - X,| <d.

Remarquons en particulier que les trois fomctions X correspondant auw ot définis-
sent, avec la variable z*, un point apperienant aw domaine D.

14, Propriétés des fonctions X. Fonctions X.

Les fonctions X vérifient les équations

ot
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@
., . . . ! ‘o
Les quantités E, ne faisant intervenir’, outre les X, que les 4** et leurs dérivées
» Fl A A s 4 b .
partielles (fonctions donndes des 2, possédent les mémes propriétés qu’au chapitre I.
. a . " . 1 .
Des démonstrations identiques a celles faites au chapitre I' (§ 15) montrent done que:

. XX : , : . >

1°) Les fonctions =;——2 sont continues et bornées dans A. Les fonctions X,
To— &

quotients par aj—z' des X qui s'annullent pour zi=a", sont continues et bornées

dang A: .
| X - Xo|<M|ab—2at|, |X|<M.

2°) Les fonctions

74
-~ E-E,) da*
X*‘Xo_i{;( o) da
i = i

zh—

(ol 5(0, E, désignent les valeurs pour #t=ag de X,'E) sont continues et bornées
dans A. La borne de ces fonctions se déduit des conditions de Lipschitz, vérifiée
par £ (fraction rationelle bornée de fonctions bornées vérifiant des conditions de
Lipschitz) par rapport aux X et 4 o'

|B—Ey[<M" (2] X~ Xo|+|a* ).
M'" ne dépend que des bornes B et B’. Nous avons donc
‘ ~ &~ M
(14.1) |X-X0]s§~(Mm+1)|m4—x3[.
3°%) Les fonctions X vérifient des conditions de Lipschitz par rapport aus o).
Il suffit, pour le démontrer, de faire sur I'espace € I'hypothése supplémentaire
suivante:

Les fonctions X, vérifient unc condition de Lipschitz par rapport au Th
(14.2) | Xy (%0, @5, .. ) — Xy (5, 46, .. )| <d" 3wt —ab],

olt ¢’ est un nombre donné.
Nous avons

L

Xo@', . )= Xp(ab, )= [ (Bytao'y . )= By @b, . . ) dat

4
Zg

! Les démonstrations ont ét6 faites au chapitre I en utilisant la variable Ay; il est évident que
o
Pon peut les répéter avec la variable 2, lo dénominateur T*4 introduit étant un polynéme {non
nul) des mémes fonctions que E.
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B, (") et E;(ab) sont caloulés respectivement & laide des fonctions X, (wo's . . )
(en particulier of (z', ...) eb X; (@, ...). La quantité E, vérifiant une condition de
Lipschitz par rapport aux X, on déduit de (14.2):

| X, (20, .. .) — Xa (50, - ) < los—at] M & B e’ o],
1
d’olt pour a(mh)sﬁ on a
| X (', .. )~ Xy (@5, - - ) gd T |’ — bl
Le point M,, représentatif de M, par (12.1), est encore, avec Phypothése supple-
mentaire faite, un point de &, et le point fixe a des coordonnées vérifiant
| X (25, .. J)—X (b, .. .)Isd’Z\m{,‘—wH
et
| X (@, .. )~ X (ab, . Vg |ab—a| M’ &' Z |6’ — 2]
d’oft en particulier
| X (@', . . VX (@h, .. )< M d' T |ag' ~ 7o)

15. Résolution des équations (2), (3) et (4).

2’

Nous considérons maintenant le systéme d’équations intégrales & trois groupes de
fonctions inconnues £, W et U, obtenu en remplagant dans les équations (2), (3)
et (4) les fonctions X par les solutions trouvées des équations (1):

2) 0= [Fist+2,
(3) W= { G dzt+ W,
0
0 m 2x : n2n
(4) | u= || fHda:"cllzdla-i—fJIdlgdlg.
‘ it o 0 ]

16. Espace fonctionnel F.
Nous résoudrons ces équations en considérant un espace fonctionnel F, les coor-

données d’un point de F étant définies de la fagon suivante:
1°) my de ces coordonnées (m, est le nombre des fonctions £) sont des fone-

tions £, continues et pornées des sept arguments 23, 7', Ay, Ay dans le domaine A:

oy <d,  |abl<e(ah), O<at<al, 0<hy<m 0<A3<2m

_ o)
L Tes X trouvés satisfaisant & IX — X, | < d nous pouvons caleuler A (z") en remplagant o

par la fonction X correspondante.
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(‘es fonetions prennent pour =gt les valeurs données £, et satisfont aux
indgalités
(16.1) |2, — Q| <h,

olt & est un nombre donné.

Nous supposerons de plus que

Ql_QU|SNIm4_m3I’

olt N est un nombre que nous préciserons plus Join. Les fonctions £2;, quotients par

[ . . K . 4_ 4 . ’
#*— b des fonctions Q, qui s’annulent identiquement pour a*= &g, sont alors bornées
dans le domaine A:

(16.2)

O:|<N.

Les fonctions £, seront supposés continues dans- .
2°) m, de ces coordonnées (my est le nombre des fonctions W et U) sont des
fonctions ,, U, continues et bornées des quatre variables z* dans le domaine (D):

lot =3 |<d, |2*]|<e(a)

J

('es fonctions prennent pour '=0 les valeurs W, et U, définies par les données

de Cauchy et satisfont aux inégalités
(16.3) ']’V]_“IVDISZ, lUlqulgl.

(I est le méme nombre que celui figurant dans les hypothéses B). Les fonctions
2,, Wy, U, définissent un point M, €F.

17. Distance de deux points de F.

Nous définissons dans Pespace F la distance de deux points T, et i par la
somme des bornes supérieures, dans les domaines de variation respectifs de leurs

arguments, des valeurs absolues des différences de leurs coordonnées:
a(ity, M) =Max (2| @~ 2|+ X Wi W,|+ 2| 0 - U, .

L’espace F est alors, comme P'espace &, un espace normé, complet (fopologie de
la convergence uniforme) et compact.
18. Représentation de ’espace 7.

Au point T, de Pespace F nous associons un point M, dont les coordonnées
Qy, Wy, U, sont définies par
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zt
Q,= [ Fydat + 2,
Tt

(18.1) W= [ Gy dat-+W,,
0

0 2x =n 2n n

4nU2=m£6[J'H1dm4+6fUfflcugdza.

F,, Gy, Hy, I, désignent les quantités F, @, H, I, figurant dans les équations (2),
(3) et (4), calculées & Paide des fonctions X, solution des équations (1), et en rem-
plagant les fonctions inconnues 2, W, U par les coordonnées ©,, W,, U, du point T, .

Montrons que la représentation (18.1) est une représentation de l’espace F dans

lui-méme si (zh) est convenablement choisi.
[15] m
1°) F, s’exprime rationellement (cf § 6) au moyen d’une part des 4* fs, Ws,
(¢5]
de leurs dérivées partielles jusqu’au troisiéme ordre et des a"ﬂ et a5y (fonctions données

des X), Qautre part des ;. Toutes ces fonctions sont de fonctions continues eb
)
bornées des sept arguments 2§; @, Ay, 4;. Le dénominateur T** de ces fractions I

n’étant pas nul (%)'4*}_?2 Qaprés 12.2), les F, sont des fonctions continues et hornées
des x5, 2y, Ay, Ag:
|| <P,
N ne dépendant que des bornes B et de k.
Les £, et !~22 sont done des fonctions continues et hornées de leurs arguments
et vérifient

(18.9) |0, 2| < N|as—at], <N
Si e (zh) satisfait & & (20) < L;r

NoUS aurons
'92_ Qolsh-
Q, satisfait alors aux mémes conditions que £, le nombre N (borne supérieure
des F, dans A), figurant dans Dlinégalité (16.2), ayant été choisi pour qu’il en

soit alnsi.

2°) @, étant un U; on un Wy, les W2 sont continus et bornés dans D par

un nombre P ne dépendant que des bornes (B)

o W, —Wo|<|at P,
d’ot, pour () < é S
|W,— Wo|<l.
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3°) Montrons que les fonctions f; sont bornées par un nombre ne dépendant
que des bornes (B), (B') et de h.(n .

a) Considérons la quantité D* figurant au dénominateur. D* est un polynéme
des fonctions }i)”", X X et ¢ qui prend la valeur —1 pour a'=ug et X=X,
D’aprés les inégalités (14.2) (13.3), vérifiées par les fonctions o' et la variable * dans

W : o .
le domaine A, A* vérifie des conditions de Lipschitz par rapport aux & dans A
11 résulte donc des inégalités vérifiées par les fonctions X et X et des hypothéses (B) que

| D+ 1< D (21X~ Koot —ab) <D (n M +1) s ),

ot I’ est un nombre qui ne dépend que des bornes (B) et (B’). Nous pourrons
(6]
done choisir (zh) assez petit pour que D* soit non nul. Nous voyons par exemple que

1
i
(18.2) 20 < D i+ 1)
entraine
1
(18.3) |D*|>4 dans A.

W )
b) Considérons la fraction rationnelle H, . (cf § 6) de dénominateur (D*)® (2§ — a*) I
: Lom o
Son numérateur est le produit par ([Ugz), w§) d’un polyndme p des fonctions A*, Wi,

de leurs dérivées partielles premiéres et deuxiémes et des fonctions X, X et Py
quantités toutes connues, possédant les mémes propriétés qu’au chapitre I (§ 15).
Le quotient par zj—2* du polyndme » (qui s'annule pour z*=g5) est donc une fonc-
tion continue et bornée dans 4. La borne de cette fonction se déduit des condi-
tions de Lipschitz vérifiées par p (polyndéme de fonctions bornées vérifiant des condi-
tions de Lipschitz par rapport aux X et a%):

p<P' (Z|X-X,|+|a* b}
P’ est un nombre qui ne dépend que des bornes B et B'.
Nous avons done

P ’
Py <P (mM+1).

Les Hy, peuvent done se mettre sous forme de fractions de numérateur
®_D
[Uzliws, mg__md’

) . . O w '
continu et borné dans /A, et de dénominateur D* T** continu et borné dans A. Les

H,, sont done continues et borndes dans A, leur borne ne dépendant que des bornes
B, B' et h.
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o) Les Hy, (cf §6), fractions rationnelles de dénominateur non nuls des fonctions
continues et bornées dans /A sont continues et bornées dans 4. Nous voyons finale-
ment que les Hy sont continues et bornées dans A:

II:Ill-SQ)
ot © ne dépend que des bornes B, B' et &.

3°) Considérons I;. Rappelons que

*
(1810) I={ g*z,fj‘ (24— 2*)? sin 12}

ry=0

Tes E% étant donnés par I'égalité du chapitre I font intervenir les dérivées par-
tielles des of par rapport aux %' du premier ordre seulement, et linéairement; les

résultats du chapitre I montrent alors que les B (2§~ «*)* sont continues eb hornées

Lom oW
dans A puisque X, X, D, D* et leurs dérivées partielles possédent les mémes propriétés

quau chapitre I et que les (2 eb .(51 sont continues et bornées. Nous remarquons de
plus que les produits de tous les termes des (E5*), par 24— 2* sont bornés (cf. chapitre I
et les inégalités précédentes) par un nombre R, qui ne dépend que des bornes B, B'eth,

3 l’exception du terme
)

o dg
(184) ~[Ualy i, [47] 55"
Nous avons done
m 3(1) %)*
(18.5) 11£R1|w3|+ Dp (w?l)ﬁ:o{A”a—;,p; o (zh— w‘)z} sin A .
T*4 k=0

La quantité entre les parenthéses, J, est une quantité connue, qui vérifie une con-
dition de Lipschitz par rapport aux fonctions X, X et la variable z' et qui prend la
valeur 1 pour #*=ua. Nous avons donc dans A:

(18.6) |J—1|<R,|a*—ab] et |(/)e1-0— 1] < Ry sl

ot R, est un nombre qui ne dépend que des bornes B, B’ et h. Nous déduisons
Qailleurs de Pinégalité (16.1), vérifiée par les fonetions £,

(18.7) |(@8),0,— | N al.

Nous déduisons des inégalités (18.5), (18.6), (18.7).
II]_— @S Sin A2l$Ralxél,

olt B, est un nombre qui ne dépend que des bornes B, B’ et h.
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P g . . 1 i N :
L'inégalité précédente est vérifide en tout pomnt » (20, 0, 45, 43) du domaine d.
Nous avons supposé d’autre part (hypothéses B') que les (s vérifiaient des conditions
. . §
de Lipschitz par rapport aux z':
[P i
| @5 (@)~ Ps (zh) | < o[ —ab].
Les o vérifiant (cf 13.4) |o —ab| <M, |25—2"| ot étant pris el pour valeur
a!=0, nous avons : L \
I(ps(w)’*(ps(wo)lilaﬂlfmol.
Nous voyons finalement qu'il existe un nombre R, ne dépendant que des hornes

(B), (B') et k, tel que
| 1, — @ (zh) sin 4y < R |2d].
Les fonctions
2n
1 ’ 1 )
U2=Z; / [/ H,dz*d 2, d23+17z [/ I, dA, d 2y
b 00 0 0
sont done continues et bornées des z3 et vérifient, @s(zh) ayant été désigné par U,,
Pinégalité
1
|0, U] 48] @+ B)

L3} ’
d’olt pour

21
Ay
(18.8) & (ro) < 2O+ D)
nous aurons
I UZ . Uo , S l-

Les fonctions £,, W,, U, possédent alors les mémes propriétés que Q,, Wy, U,.
Le point M, est donc un point de F si (xb) vérifie, outre les inégalités qui lui furent
imposées dans la résolution des équations (1), les inégalités (18.9), (18.2), (18.8).

19. Distance de deux points représentatifs.

(aleulons la distance des points M,, M représentatifs de M,, M;. Nous dé-
duirons des équations (16.3), définissant la représentation, que dans le domaine 0
nous avons

1°%) 2:— 0, <|af— 2t | Max | F1— Fy|.
Y
Il résulte de l'expression Fy, des hypothéses (B) et des hypothdses faites sur £, et

W, que F, vérifie une condition de Lipschitz par rapport aux fonctions 2, et W,
dont le coefficient N' ne depend que des bornes (B) et 4. Dol I'inégalité

(19.1) | 25— 0, < N |2 — | Max {2 ] @) — 0, | + 2 [W— W, |}.
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0 . !
2°) |Wa— W, | <|o*| Max |G1— G-
D

(7, étant une fonction W, ou une fonction I/, nous avons

lvVé—1«172|5|w4|ng{2:|W1—W11+§: U —U,|l.

3%) | Us— U, < g | 2] Max |Hy~ Hy| + ZM{;*{ (I1—1,).

a) Il résulte de lexpression de H, (en particulier du fait que le polynéme »,
figurant an numérateur de la fonction Ha, est indépendant du point M, de F con-
sidéré), des hypothéses (B) et des inégalités du § 18 que H, vérifie une condition de

Lipschitz par rapport aux fonctions 9, f)l, W,, U, dont le coefficient R, ne dépend
que des bornes (B), (B') et h:

|H.— H,|< B {2] 21— Q|+ 2|2 - Q|+ Z[Wi- W |+ 2| Ui - T, |}
b) Considérons la quantité I, donnée par Pégalité (18.10), ol les seules fone-
tions inconnues sont les fonctions (Ql),4;0. L’expression de B (en particulier celle de

Do’ : . .
—a—t—?f) , les résultats du chapitre I et ceux obtenus lors de la résolution des équations (1),

les hypothéses (B) et celles faifes sur £, montrent que le produit { s, (@b — 2 ateo
vérifie une condition de Lipschitz par rapport aux fonctions (£2,)rt-0 dont le coefficient
R, ne dépend que des bornes (B), (B') et h:

I, < R3] 20— Q Jseco.
Noug avons donc

(19.2) |U;—U2|5R;|wg|Mg,x{2|.Q;—Qli+z|é;—Q1|+2|W1-W1|+

+2| U -] +’§‘R; Max 5| @~ Qylet-o.

Considérons alors le point TH, représentatif du point M, (c’est-d-clire obtenu &
partir de M, par des égalités analogues & (18.1)). La transformation qui falt passer
de M, & M, est une représentation de lespace F dans lui-méme, Calculons la
distance de deux points représentatifs.

Nous déduirons de Pinégalité (19.1)

(19.3) |34 - ;] < N' Max (2100 - Q| +E|Wi- Wik
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Les indgalités (19.1), (19.2) et (19.3), borites successivement pour les représenta-
tions M,-—>M, et Ty-M;, montrent alors sans aucune -difficulté qu’il existe un

nombre «, non nul, ne dépendant que des bornes (B), (B') et & tel que pour

e(:vf,)<ot
d (77?3, m:‘;)<kd(m13 mi):

ott % est un nombre donné inférieur & 1.
La représentation de Pespace F dans lui-méme qui fait passer de T, & M, admet
alors un point fixe unique, il en est de méme de la représentation (18.1) primitive-

on ait

ment donnée.

20. Conclusion. Il existe un nombre (zh) ne dépendant que des bornes (B),

(B') et k (et non nul) tel que dans les domaines respectifs:
1) |zh—i'|<d, |db]<e(h), O<a'z<al, 0<h<a, 0<h<in
2) |t =& |<d, |2*|<e ().
Les équatiohs (2), (3) et (4) ont une solution unique, continue et hornée
Q(2h, &', Ay, &) ot W (z%), U (z) vérifiant les inégalités
|Q-Q)|<h, |[W-W,<l, |U-U,|<l
Nous montrerons de plus que les fonctions W et U obtenues satisfont, comme

(1) (1)
W et U, & des conditions de Lipschitz par rapport aux variables o

21. Les fonctions W (x") et U(x") vémfient des conditions de Lipschitz par
rapport aux variables &'
Pour démontrer que les fonctions W et U, solutiong trouvées des équations (2),
(3) et (4) satisfont & des conditions de Lipschitz par rapport aux o' il suffit de faire
sur l'espace fonctionnel 3 précédemment considéré les hypothéses supplémentmres
suivantes: '
- Hypothéses.
1°) Les fonctions £, et f)l satisfont & des conditions de Lipschitz par rapport aux
trois arguments zj , -
(21.1) |, (ab, 28, 2', Ay, Ag) = 2y (20}, b, 2%, Ao, Ag)| <’ S|’ —ah |
avec &' < |z5—2*|N'; en particulier

(21.2) 12, (@, .. )~ @ (a0, .. )| <N' 2 |af! ~ab],

olt 7/ est un nombre donné arb1trmre N’ un nombre que nous préciserons plus lom,
fonction des bornes précédentes,

j
H
!
z
1
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9°) Les fonctions W, et U, satisfont & des conditions de Lipschitz par rapport

aux @': ’ ‘
a1 W, @, 2%~ W, (&, )| < 122" ~d'|,
. U, (", 2t — U, (2, 2Y)|<1Z|=" — o'

22. Représentation de F dans lui-méme.

7, muni de la norme précédente, est encore un espace normé, complet eb compact.
Montrons que les points représentatils M, des points T, € F sont encore des points
de F si e(ab) est convenablement choisi,

1%)
(22.1) Q@ )= Qulah, )= [Py, . )= Foab, . 0) dat
Les quantités F, (@', ...) et Fy(ah, .. .) sont calculées respectivement a l'aide des

fonctions X (x5}, .. .) (en particulier & (o), .. .)), & (=o', ...} et ' (@h, ...), y{zh, .. )
Il résulte de l'expression de F;, des hypothdses faites (en particulier de (14.2)
t (18.2)) que
P @, . )= Fy(@h, . Y SN E|m! ~ a4l
(22.2)
|0, - )= Qylah, .. )| <|ab—at| N E]ai' —ad],
si e (ah) satisfait &
}L’
(‘.’L())< NI
Nous aurons donc
(22.3) |9, (.. )= Qa(ah, .. M < B’ —ab].

Si N’ désigne le nombre, ne dépendant que des bornes (B), (B') et h, figurant
dans P'inégalité (21.2), nous aurons également ’
| 2, (s .. ) Q,(ah, .. )| <N Z|zo' —ab|.
2°) | .
©24) Wy, ) - W, (@, | = [ (61", 0-Gy (@, ) dit Wy (27) =W, (2),
J !

G, étant une fonction W, ou une fonction U, l'inégalité (21.3) montre, avec les

hypothdses B’ sur les données de Cauchy, qu'on a

Wy (", a*)— W (o', o' <]a![IZ]a"" — [+ 2" —a'|.
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On voit alors que
i - lo
e (o) < """"“Z

pntraine
W, ("', %)~ W, (e, a')|< IS ]a" — 2|

0
) Uy, ab) - U (ah, ab) = |

zh 00

[ [, )~ Hoh, . )] det ddy ddy+

2a 0

+ [ [, . ) =L@, . ldAdd,.

o0
Les quantités H,(z'), I; (z') et H,y (zb), Iy (zb) sont caleulées respectivement &
Paide des fonctions X (zy, ...) (en particulier «'(ab, .. ), 2 (&', .. .) b X (&, .. ),

Q) @, .. ).
Quantité H,.

a) Considérons le polynome p figurant au numérateur de Hi,. p est un polynéme

(Y] (1} "
des fonctions [A**], W, (2", de leurs dérivées partielles premiéres et deuxiémes, des
fonetions X, X et p).

Le développement en série de Taylor de ce polyndme, & partir des valeurs

)] 81(‘.;.)'1[‘ 31(41_3“‘
Ay = | =)
[A' ]0 53’ [ amu] [ 656‘1 :L’ e

(1) (1) a) ) ~ ~
W (@)= Wy (25), Wsala")=Wsaf(af), ..., X=X,, X=X,
(valeurs des fonctions correspondantes pour la valeur 2§ du paramétre z*) pour les-

quelles le polynéme o s’annulle, montre que p est un polynome des fonetions déja

" ) o) . :
énumérées, et des fonctions [A*]—8%, ..., We (@) =W, (=5, ..., X—X,, X~ X, dont
) 3 0> 0

les termes somt du premier degré au wmoins par rapport d Uensemble de ces derniéres
fonctions.

, P . .
La quantité S est done un polyndéme des fonctions
-

) m .
A W@, .., X, X, 9
et des fonetions
(1)*1 [4)] (1) ~ -~
(A7) =% W (2®)~ Wy (af) X-X, X-X,

T 3 ’
x5 — e — at rg—at  ad—at

. . m o o . ,
Les coefficients A*** et les fonctions W, admettant des dérivées bornées par

rapport aux z* jusqu’au quatridéme ordre, alors que les fonctions considérées ne font




by ¥z M 1 L) e ’
Systdmes d’¢équations aux dérivées partielles non lineaires. 209

intervenir que les dérivées des deux premiers ordres, il résulte des hypothéses (B) et
des inégalités (13.4) et (14.1), vérifies par X eb X, que toutes les fonctions énumérées
cont bornées dans A par un nombre qui ne dépend que des bornes (B) et (B').

A P s .y . . |
Le polynome e vérific done une condition de Lipschitz par rapport & cha-

cune de ces fonctions, dont le coefficient ne dépend que des bornes (B) et (B').
Montrons que ces fonetions elles-mémes vérifient des conditions de Lipschitz par rapport
aux zh. Il nous suffit d’aprés les hypothdses (B) et les inégalités du § 13 de montrer

ce résultat pour:
(jzilﬂ S %)1 a %} a
1) les fonctions L . ] % ot s(ml_ s (o)
To— & Ty~ L

et les fonctions analogues écrites

. . " . W a
aveo les dérivées partielles premiéres et deuxiémes des A** et W, par rapport aux

9) les fonctions —— -
To—
1) Posons
s
— SH
i 4 .4 . 2
F(mﬂa Lo, T, ]"2; 23) = i 3
‘ . To— &

ot

(1)#1 1 *A & i 4 ) i 4 i 4 i 4

4 M'—617.=A #(WS (@, % h WS (mﬂamﬂ): x, T, %o, 30)_

*1 &) i 4 () i 4 i 4 i 4
. ‘
C o 4 — A (W, (ah, ), W (b, 20), %0, %o, Zo, 20)
avec o = (@b, 25, @*, Aa, Aa)- ‘
. . ) . . 4,

Considérons la quantité F (zof, ... )—F @, ...). La fonction figurant au numera-

teur s'annule pour z*=z} (puisque les deux fonctions F (ah, ...) et F(af, ...) sannul-

lent) et elle admet une dérivée par rapport & z* continue eb bornée dans le domaine A

. Y] (1)
(puisque il en est ainsi des fonctions F (zh, ...) et 4™, Wset a'). Nous avons done

(formule des accroissements finis)
Flag', .. )—Fla,..)=

9 ¢ (1)*), ' (1)” i 1

e, 0 G b 000

o f:‘mxn‘-ﬂ(zhz-u"),

ot 6 est un nombre compris entre 0 et 1.
Ta dérivée par rapport sux paramétre 7' de la fonction A(ll’)“ A (gt L) vérifiant
une condition de Lipschitz par rapport aux zh (hypothéses B et B résultats § 14),
dont le coefficient ne dépend que des bornes (B) et (B'), nous voyons finalement que

Fo, .. )—Fab, - )<L T a — ab

ot L; ne dépend que des bornes (B) et (B). C.q.f.d.
14 — 523804 Acte mathemaiica. 88. Imprimé le 18 novembre 1952
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) %)/ (
| . W (2®) — W, (h)
La méme démonstration est valable pour la fonction P
@, W :
. PR . {1 y RS !
fonctions construites avec les dérivées particlles des A*** ou W jusqu’au troisiéme

et pour leg

ordre inclus.
2) Nous avons (cf § 14)

i

| (B—Eq)dst

=
X—Xy="2—g—ys

Xo— &
d’olt )
J UB = Eo)n— (B~ Ey)] da’
nd 4 o - ot
(X — Kol (XM}L,,)% = g ;

E étant une fraction rationnelle de dénominateur (’.}2*4 des coefficients 2{)*"” et de leurs
dérivées partielles jusqu’au troisiéme ordre (les dérivées partielles du quatriéme ordre
n’interviennent que dans les équations (1) ayant au premier membre Zax, alors que
X correspond aux seules fonctions i, yix, vine) et des fonctions X, nous pouvons

W o)
écrire B~ E, sous forme de fraction rationnelle de dénominateur T** (puisque 7**=1

a
pour z*=gxf) des fonctions précédentes et des fonctions X — X, A*** -8, ... dont
le dénominateur a tous ses termes du premier degré au moins par rapport & l’en-
semble de ces fonctions. Nous pouvons alors éerire

E—-Ey=(z5—2") F,

@
ot F est une fraction rationnelle de dénominatenr 7** des fonctions précédentes et

des fonctions
(1)

X—X, AM-g

H 3
wh—at  ap—at

Toutes ces fonctions vérifiant des conditions de Lipschitz par rapport aux ah il est

clair que
|(B = Bo) 1 — (B = Eo)yt | < L |ag — | S’ — 5,

d’oll

X X~ (X Kot | < 2o — ot

(A 40)161 (X— o)wgl_§|$n"fl¢|
et

By (X ooy

xh— 2t gt \wg—at [T 2 :




X 3 : Y . . R
Systdmes d’équations aux dérivées partielles non linéaires. 211

Nous avons donc démontré que la quantité "74—1)*‘1 vérifie une condition de
- Xy &

Lipschitz, par rapport aux i, dont le coefficient ne dépend que des hornes (B) et (B').

b) Il ne reste alors aucune difficulté pour démontrer que la quantité H, (produit
de la racine carrée d’une fraction rationnelle de numérateur 1 et de dénominateur non
nul par une fraction rationnelle de dénominateur non nul des fonetions bornées vérifiant
toutes les conditions de Lipschitz par rapport aux zh) vérifie dans / une condition
de Lipschitz par rapport aux # dont le coefficient @' ne dépend que des bornes
(B), (B), h et I

|~ Hy| <@ 3|zt ~ab|.
Quantité I,.

On démontre aigément, en considérant Pexpression de I et les inégalités précé-
dentes, que tous les termes de I;, & I'exception du terme (18.4), vérifient des condi-
tions de Lipschitz par rapport aux ap dont le coefficient est de la forme Ri|ab|, ot R
est un nombre qui ne dépend que des bornes (B) et (B). :

(onsidérons le terme (18.4). On démontre (démonstration analogue 3 celles

J (ah)—1

utilisées pour H,) que g vérifie une condition de Lipschitz par rapport aux
0 .

variables zf, d’ol
|7 (a5 — T (ah) |ss-0 < Ba | 2b] & o' — 30,

d’olt, en utilisant I'inégalité (21.1) et les inégalités du § 18
| I, (')~ I (zb) | < | 28| B 2| a0’ — 20| +{ Us (zo') — U (wb) | (1 + B2 | zo])-
On déduit alors des conditions de Lipschitz, vérifies par UO;
|1, (")~ Ty (o) < (B [ad |+ 1 ) o’ ~ab],
ot R est un nombre qui ne dépend que des bornes B et B'.
Nous déduirons finalement des conditions de Lipschitz, vérifiées par H, et Iy, que
|0, 4, ) U o, )1 5 (@ B bl + 11 2 "~

done que l'inégalité
-1, 2
WS HTR a
entraine
|U, @', ') = Us (&, o) | <1Z]o"' =2,
~ Conclusion. Les inégalités du § 22 montrent que, si g (ah) satisfalt aux inéga-
lités correspondantes, le point M, est encore, avec les hypothéses supplémentaires
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faites, un point de F. L’application du théoréme du point fixe montre que, dans la
domaine D, les fonctions W et U satisfont & des conditions de Lipschitz par rapport

aux z' de coefficient 1.

Les fonctions W et U, solutions des équations intégrales (J/;), satisfont done,
M W ‘

dans D, aux mémes indgalités que les fonctions W, ... U

II. Resolution des équations G,.

Nous montrerons maintenant que les fonctions W,, solutions des équations I,
sont solutions des équations G et que les fonctions Wi, ... Us, solutions des équa-
tions I,, sont les dérivées partielles (jusqu'au quatriéme ordre) des W, dans un
domaine D ne dépendant que des bornes B et B’. Nous utiliserons pour la démon-
stration P'approximation des fonctions continues par des fonctions analytiques (méthode
utilisée dans les problémes analogues par Hadamard et de nombreux autres auteurs)

23. Coefficients et données de Cauchy analytiques.
(onsidérons des équations Gy ol les coefficients et données de Cauchy sont ana-

Iytiques (A%, fs, ﬁ;s, @s et ., fonctions analytiques de leurs divers arguments), Le
probléme de Cauchy relativement aux équations @) admet une solution analytique
dans un voisinage ¥ du domaine (d) de la surface z*=0 qui porte les données ini-
tiales (théoréme de Cauchy-Kowalevski) Si les coefficients et les données de Cauchy
satisfont aux hypothéses du chapitre II, il existe un voisinage V de (d) olt cette solu-
tion satisfait aux équations intégrales I,.

Considérons d’autre part, indépendamment des équations G, les équations inté-
grales I;. (Nous montrerons au prochain paragraphe qu’elles admettent, & I’intérieur
d’un domaine D qui ne dépend que des bornes B et B, une solution analytique
unique qui coincide donc, dans la partie commune aux domaines V' et D*, avec la
solution des équations @;. Ce principe de prolongement analytique montre alors que
cette solution des équations I est solution des equations &, dans D tout entier)

24. Analyticité des solutions de I,
Montrons par exemple analyticité, dans D, de la solution des équations (1)
ot
X= [Eds*+X,
J:",‘
quand E est une fonction analytique des quantités X, 2§, 2, en étendant sa défini-
tion au domaine complexe:

1 fitant solution des équations @, dans un domaine aussi voisin qgue ’on veut de I cette solu-
tion des équations I,, qui est continue dans D, est solution des équations @, dans D,

e e e A e e e e
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E étant une fonction analytique des X, a3, 74, bornée par M dans le domaine
R(X —~Xo|<d, e~ <d, |at| < |ob| < e @) de variation de ses arguments réels, est
développable en série absolument convergente au voisinage de chague point de E.
Nous pouvons donc étendre la définition de B & un domaine de variation des argu-

ments complexes Z=X+1y, 5=af+14, A=g+1iy* en Pexprimant sous forme de
série convergente, done holomorphe dans les m cylindres V, centrés en un point quel- f
conque de V et définis par

|2/~ X|<ax |m*~ob|<bsg |24 ~a*| < Cas.

Tes dérivées partielles ¢tant bornées par M’ dans R (cf. conditions de Lipschitz

oF
2 X,
vérifiées par E) on peut choisir les bornes ax, bzget Cou de maniére & ce que, dans v

on aib

OF

57 <M'+¢', o étant un nombre arhitrairement petit.
1

On peut aussi choisir les bornes bsg et U de maniére & ce que, dans v, f étant un
nombre arbitrairement petit, on ait
IB(X,, 4, &)|<p |RE(X;, 2, )| <M+

On peut d’autre part construire un recouvrement du domaine R au moyen d’un
nombre fini de projections dans R des m cylindres précédents, les m cylindres cor-
respondants déterminent un domaine K de espace des arguments complexes Z, zg,
qui vérifie les inégalités
X-X|<d, ldh—&|<d, |at]<]ab]<e (ab),
|Y|<a, |uil<d,  lol=e
a, b, ¢ étant des mombres non nuls, et dans lequel la fonction complexe E est définie,
analytigue. Berivons:
E(Z,, %4, ) =E(Z, %, A — B (X, 25, )+ E(Xy, %, 2),

d’olr

|1E(Z,, 4, Hem (M +e)atf

|RE (Zs, %, M| <m (M +a’)at f+ M.

Clonsidérons maintenant les équations (1), étendues au domaine complexe R,
a4
(I) Z= [E(Z, &, ) de'+ 2.
zgt

Pour les résoudre nous considérons, comme dans le cas réel, un espace fonc-

tionnel & défini par les fonctions de variables complexes Z (7, #%), réelles pour 2§ et
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2% réels, analytiques dans le domaine D |ah-d']<d, |2| <| 0] < &(xo), |96, [ <e,

f;d: lyllsa"

et satisfaisant & | X, ~ X,
1) La représentation y
Zy= [ B(Zy, %, #) d2*+ 2y
2,

. . A : i
est une représentation de l'espace dans lui-méme st (), b ot ¢ sont convenablement
choisis. En effet:

1) Z, est une fonetion analytique de 2§, 2* puisqu’il en est ainsi de &, réelle

pour 2§ et 2! réels,

2) De Dégalité

PRSI 1‘4 24yt
Zy=— [ Bid+ [Eid+ [ Ed+Z,
Tl 7,8 24

nous déduisons
[ X,— X< (b+c)[m (M + o) a+ B]+] 26— | [m (M +a) o+ §+ M]
| Yol < (b+c) [m (M +o'Ya+ f+ M)+ |6 —at| [m(M'+a')a+ﬁ].

Nous aurons done

= : d—(b-+c)[m(M +ea')a+f]
T o ] { <
X=Xl sd sl e(m)= M+mM +a)a+p

et
s afl—mM (25— 3] — (me a+ B) (x5 —2")
|Y,|<a si btes Mm (0 + ) atp
Rappelons que le nomhre
1
i s &
(1) e (xo) < ’H’LM
Nous avons done
(2) 1—mM (xh—a) >0,

Nous choisirons donc & (2f) satisfaisant & (1); Vinégalité (2) montre que I'on peut
trouver, sans hypothéses supplémentaires sur & (zh), les nombres b et ¢ définissant D
(aprés avoir choisi ', a et f suffissmment petits), de maniére 3 ce que M, soit un

point de F. Le domaine D a pour partie réelle un domaine aussi voisin que l'on
veut de D.

90 z . e .
2°) Montrons que la représentation diminue les distances. Nous avons vu que,

dans R, on a

77, <M +a, ol

|E(Z1, 25, 2"~ B (Zy, 2, 24| <| 21~ Z,| (M + o)

nous aurons done
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d(My, My) <m (M’ + )| 25— 24| d (M, ),

d’olt
4(My, )< A (M,, M) s [t
mM -+
ce qui sera en particulier réalisé si

£ (ah) < !

o T Iet bt c<,
7 étant un nombre arbitrairement petit.

Ta partie réelle du domaine D ainsi défini est encore aussi voisine que l'on
veut de D. '

Nous conclurons, comme dans le cas réel, que la représentation (I) admet un
point fixe unique: les fonctions Z correspondantes sont solutions des dquations (1),
et analytiques, dans le domaine D. Les fonctions X, valeurs de ces fonctions Z pour
des arguments f, 2* réelles sont des fonctions analytiques, solutions dans un domaine
gussi voisin que Pon veut de D des éguations (1).

Un résultat analogue se démontre de la méme maniére pour les équations (2),
(3) et (4).

25. Coefficients et données de Cauchy ne satisfaisant qu’aux hypothéses

B et B'.

i les coefficients A* ot J;, ainsi que les fonctions données '(VIP}S et les données

de Cauchy, ne satisfont qu’aux hypothéses B et B’ nous approcherons uniformément

ces quantilés, en méme temps que leurs dérivées partielles jusqu’au quatridme ordre,
)
par des fonctions analyliques AL, famys Weemy, Psms Paem vérifiant elles aussi les hypo-

théses B et B’
Nous construirons ainsi une famille de fonction Wi, - .. Usm, solutions dans D
des équations Iy et solutions dans D du probléme de Cauchy (s, Psm), Telative-

ment aux équations Gim:
2
0 Ws @)

Arp 2
™ 52 8t

+ fg(n) = 0.

Ces fonctions Wi possédent des dérivées partielles jusqu’au quatriéme ordre et
0
catisfont aux mémes hypothéses B et B’ que les fonctions Ws.

26. Convergence des solutions des équations approchées Gim-
Montrons que ces fonctions (Wsem ... Usem) convergent uniformément vers des
)
fonctions (W, ... Us) quand les fonctions A%, Wi, @sms Weem ob leurs dérivées
1

W
partielles convergent uniformément vers les fonctions données A, Ws, @s, 9s.
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Des raisonnements analogues 3 ceux des pages précédentes, et le fait que les
fonctions W, et U, vérifient une condition de Lipschitz par rapport aux variables z
(que T'on doit remplacer par X, dans les équations intégrales (I1 ) vérifides par ces

fonctions) montrent que 1
W

‘X(n) A(m)l o NI(LX Z I 1(71) (m)l +oet E I W ON Ii s(m) | + -

+ ﬂi['}.,{X(mmX(mJ} |25 —atl,

| Qo) ~ Q(m)|5MAax {B(Z) At~ AW+ +Z I(ﬁr(n)" %}(M)I'I"E | X = Xem ) +
+ N (| Qo = Lo |+ Z [ Wemy = W |)} |0 — 2},

(26.1) [We = We | < Max {Z [Weny = Wem |+ 2| Ui = Uemy [Het [+ Wom = Woem|,

[ Ugy— U] < Max {p (S| Al — AW [+ +Z[fson—fsam|+ - +
+Z ](ﬁ'cn)‘ £VlP),(m)l"‘E | Xon— X + B (E | Ui — U | +
+ 3 Wowy= Wea |+ 1 Ly = Qom |+ Z | 2emy — fg(m)” ]+
+Max {8 (T | Xy — Xim |+ 2 | Abli— AGK |+ -
+ 2| By~ Poom |) + Bo Z | Ly~ Limy |} 250

«, f, v, 0 sont des nombres bornés (qui ne dépendent d’ailleurs que des bornes
(B), (B), b et k). |

Les inégalités écrites montrent sans difficulté que les fonctions Xy, Quy et
Wy, Um convergent uniformément vers des fonctions X, 2 et W, U dans leurs do-
maines de définitions respectifs, (A) et (D),* quand les fonctions d’approximation
convergent uniformément vers les fonctions données,

Ces fonctions W, U, limites uniformes des fonctions Wy Upy satisfont aux
propriétés suivantes.

27. Propriétés des solutions des équations G,.

1°) Les fonctions W,, ... Us sont des dérivées particlles jusqu’au quatriéme ordre
des fonctions W;, et toutes ces fonctions satisfont aux mémes hypothéses (B) et (B')
que les fonctions ﬁ}s dans D,

2°) Les fonctions W, vérifient les équations aux dérivées partielles G,:

W G

A Fyerys e =0

dans le domaine D.

! Le nombre & (xg) définissant D ayant été choisi de telle sorte gue les représentations définies

- . ’ * 3 v . 1
& Paide de ces dquations diminuent les distances: ¢ (mb) < — gta.
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28. Résolution des équations données G.

L] ] . . . » (]) . .
Nous considérons I'espace fonctionnel W défini par les fonctions Ws et satisfaisant

aux hypothéses (B) et (B') dans le domaine D. Nous venons de démontrer que la

solution caleulée du probléme de Cauchy pour les équations & définit une représenta-

o : A . &Y
ion de cet espace dans lui-méme. Désignons par W, cette solution.

I’espace W . est un espace normé, complet et compact (pour la topologie de la

convergence uniforme) si on définit la distance de deux de ses points par
m W Mmoo
d (M, M) =Max (Z|Ws—Wi|+ - +2|Us—Us|).

T distance de deux points représentatifs My, Ty de My, ‘M; sera comparée &
la distance de ces points & l'aide Qinégalités analogues aux inégalités (26.1) (les
termes relatifs aux différences des coefficients 4™, fs et des données de Cauchy étant
supprimés).

Tl est alors clair qu’il existe un nombre 7 borné, non nul, tel que sile nombre
¢ (xb), définissant le domaine D, vérifie

£ (z0) < 7.

(2) (2) (%) (2)
La distance de deux points représentatifs (Ws...Us et Wy... Us)est inférieurc

4 la distance des points initiaux.

La représentation considérée admet alors un point fixe unique (Ws... Us) qui
appartient a l’espace. |

T,es fonctions W, correspondant a ce point fixe sont solutions du probléme de
(auchy, posé relativement aux équations données @, dans le domaine D. Hlles possc-
dent des dérivées partielles jusqu’au quatriéme ordre, continues, bornées et satis-
faisant & des conditions de Lipschitz par rapport aux variables @

Nous aboutissons ainsi au théoréme dexistence que nous énoncerons de la fagon

suivante.

29, Théoréme d’existence.

Le probléme de Canchy relatif aun systéme d’6quations aux dérivées partielles

non linéaires

azﬂ]s l ‘LLz:l 2 3 4
A# "r - ] bl 3 H H
(G) fi (T’Vr)am}.amu']—f!(wh U/TA) 0 s,'r=1, 2, cea My

admet dans le domaine D, sous les: hypothéses H, une solution qui posséde des déri-
vées partielles jusqu’an quatridme ordre, continues et bornées et satisfaisant a des condi-

tions de Lipschitz par rapport aux variables .
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30. Théoréme d’unicité.

Considérons le systéme d’équations intégrales vérifié par les solutions des équa-
tions données 6. C'e systéme ne peut avoir qu'une solution W, Wsay .., Us ol les
W, Wea, ..., Us solent des dérivées partielles des W,: il ne se présente en effet

dans ce cas aucune difficulté pour écrire des inégalités analogues aux inégalités § 26,

1 [¢)] (1) (1) R
ol W(,.‘, e U(n); W(n) .o U(n) d’une part, W(m), e U(m), W(m) s U(m) d’autre part

seraient remplacés respectivement par deux solutions des équations (; de ces inégalités

on déduit sans peine la coincidence de ces deux solutions.

31. Récapitulation des résultats du chapitre IIL
Récapitulons ici les hypothéses faites et les résultats obtenus. Nous considérons
an systéme d’équations aux dérivées partielles hyperboliques du second ordre non
lindaires, & n fonctions inconnues W, et quatre variables z° de la forme
Apu=1,234
— Aip_ 208 - ’ y Ay ¢y Ty
(£) Bo= Ay g T 15 =0, 5=1,2...n.
Les [, sont des fonctions données des inconnues W, de leurs dérivées particlles

premiéres Wy, et des variables z°. Les A* sont des fonctions données des W, et des 2%
Les données de Cauchy sont, sur la surface initiale z*=0,

We(@, 0) = (&), Wi (2, 0) =1y, ().

Sur le systéme (F) et les données de Cauchy je fais les hypothéses suivantes:

1°) Dans le domaine (d), défini par |2'—Z'|<d, @, et 1, possédent des dérivées
partielles jusquaux ordres cing et gquatre, continues, bornées et satisfaisant & des
conditions de Lipschitz.

2°) Pour des valeurs des W, satisfaisant &
”Vs*"fpslgl; “V.si_(Psi]Sl: |W54_1I)s‘|§l
et dang le domaine D défini par

|#—d|<d, |a%|<e:

A [y : P ' . : [
a) A et f, possédent des dérivées partielles jusqu’au quatridme ordre, con-
tinues, hornées ot satisfaisant & des conditions de Lipschitz.

b) La forme guadratique 4* X, X, est de type hyperbolique normal: 4%> 0,
A" X, X, définie négative.
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Je démontre alors que le probléme de Cauchy (gs, ¥;) admet une solution unique,
possédant des dérivées partielles continues et hornées jusqu’au guatriéme ordre, rela-
tivement aux équations () dans un domaine 4 (tronc de cone de hase d):

| —&|<d, |a*|<n (@)

CuariTrE IV.

Théoremes d’existence et d’unicité pour les équations de la gravitation
relativiste.

Les dix potentiels gop du ds® Qun univers einsteinien satisfont, dans les domaines
vides de matiére et en l'absence de champ glectromagnétique, aux dix équations aux

dérivées partielles du second ordre du cas extérieur
Raﬁsalf’ﬁﬂ—aafip+ I,;'ﬂ Fﬁﬁ—P’{a .l_‘i}ﬂ=0,
’ a [y > .
ot Pon a posé 9; pour ) et ott les z* sont un systéme de quatre coordonnées spatio-

temporelles quelconques.
Tes dix équations ne sont pas indépendantes puisque les Eup satisfont aux quatre
conditions de conservation (identités de Bianchi)

V,8#=0 ol S*=R*-}¢"R.

1. Probléme de Cauchy.

Le probleme du déterminisme, dans la théorie de la gravitation relativiste, se
pose, pour un espace-temps extérieur sous la forme du probléme de (auchy relatif au
systéme d’équations aux dérivées partielles Bpp=0 et & des donndes initiales (potentiels
et dérivées premidres) portées par une hypersurface S quelconque.

L'étude dos valeurs sur S des dérivées partielles successives des potentiels a
montré que, si 8 n'est en aucun de ses points tangente a une variété caractéristique
ot si les données de Cauchy satisfont & quatre conditions données, le probléme de
Cauchy admet, relativement au systéme des équations Rop=0, dans le cas analytique,
une solution, Cette solution est unique, cest-d-dire que, ¢l existe deux solutions,
olles coincident & un changement de coordonnées prés (conservant S point par point
et les valeurs sur S des données de Cauchy). »

Si S est définie par 'équation 24 =0 les quatre conditions que doivent vérifier
les. donneés initiales sont les quatre équations

, gog

qui s’expriment en fonction des données seules.
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2. Coordonnées isothermes.
La coordonnée «* est dite isotherme si les potentiels satisfont a ’équation aux

dérivées partielles du premier ordre suivante:

1 a(V—gd™) _

Fl= =" o =)
Les équations d’Einstein s’écrivent, en coordonnées quelconques,
Rap=—Gap—Lap=0 ,
avec .
Gop=3% 0" ai;g’;u + Hap,

oit H,; est un polyndme des gz, g et de leurs dérivées premiéres eb

(2,1) L,,ﬂE-%gﬁ,,aaF”ﬂ-%ga,,aﬁF".

Nous voyons que si les quatre coordonnées sont isothermes, chaque équation Ryp=0

ne contient pas d’autres dérivées secondes que celles de gyp. Le systéme des équa-

tions d’Kinstein prend alors la forme des systémes étudiés aux chapitres précédents.
Nous pouvons, sans restreindre la généralité de I'hypersurface S*, supposer que les

données initiales satisfont, outre les quatre conditions Si=0, les conditions d’isothermie :

, 1 a(V—gg™"
(2.2) F#EV_:; ( amng)=0

pour z'=0.

Nous résoudrons ce probléme de Cauchy pour les équations Gyp=0, vérifiées par
les potentiels en coordonnées isothermes, et nous montrerons ensuite que les potenticls
obtenus définissent effectivement un espace-temps, rapporté 4 des coordonnées isothermes,
et vérifient les équations de gravitation R,5=0.

3. Résolution des problémes de Cauchy pour les équations G,z = 0.
Nous appliquerons au systéme

An & Hup
dxtoz”

G’a,qu 'I'I'Iaﬂ:O

les résultats du chapitre III en posant ¢*=A* H,p={s, gup=Ws. TFaisons sur les
données de Cauchy les hypothéses suivantes:

! Etant données un espace-temps et une hypersurface S (x* = 0) il existe toujours un change-
ment de coordonnées xd = f(z"), aveec 2'=0 pour x!=10, tel que les potentiels Eaﬂ vérifient les

conditions (2.2), (une hypersurfnce S peut toujours dtre intégrée dans une famille de variétés iso-
thermes). Cf. la démonstration § 5.
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Hypothéses.

Dans un domaine (d) de la- surface initiale S, z*=0, défini par
lot ~&| < d:

¢} 2 Iy s 1 . ¢
1°) Les données de Cauchy g et 1 posstdent des dérivées partielles continues
et bornées jusqu’aux ordres respectivement cing et quatre.

2°) Dans le domaine (d) et pour ces données de Cauchy la forme quadratique
g X, X, est de type hyperbolique normal, S étant orientée dans l'espace: g**> 0,
g'' X; X; définie <0 (remarquons en particulier que le determinant g des g1, est #0.

Nous déduisons de ces hypothéses l’existence d'un nombre I tel que pour
|gap— @s| <1 on ait g70 et nous voyons que, pour des fonctioms inconnues gap= Ws,
satisfaisant aux inégalités

oWs ap,
o oa

oW, -
o

<1,

— %12

(3.1) |We—as| <1, i

Les coefficients des équations Gup=0 (qui sont ici indépendants des variables «%) satis-
font, comme les données de Cauchy, aux hypothéses du chapitre III, ¢’est-d-dire que:

1°) Les coefficients 4* =¢* et fy=H,s admettent des dérivées partielles par
rapport & tous leurs arguments jusqu’au quatriéme ordre continues et bornées et satis-

faisant & des conditions de Lipschitz (gz" et H,p sont respectivement des fractions

] , oW
rationelles de dénominateur ¢ des gi,=Ws, et des g, =W, et %,-f )

92°) La forme quadratique 4** X; X, est de type hyperbolique normal: A% >0,
4" X, X; définie <O0.

Nous pouvons done appliquer au systéme G,5=0, pour le probléme de (Clanchy
posé, la conclusion du chapitre III, qui s’énonce ainsi:

Il existe un nombre &(z')740 tel que dans le domaine

|l ~&|<d, |z*|<e()
le probléme de Cauchy relatif aux équations Gap=0 admet une solution qui a des

dérivées partielles continues et bornées jusqu’au quatriéme ordre et qui vérific les
inégalités (3.1). ' ‘

4, La solution du systdme G,;=0 vérifie les conditions d’isothermie.
1°) La solution trouvée du systéme G.p=0 vérifie les quatre équations

9, F#=0 pour z*=0.

Nous avons supposé en effet que les donnés initiales satisfont aux conditions
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(4.1) Si=0 ]
ot pour z°=0
(4.2) =0 J

Nous avons done
S4== — ¢ {Ga— § 020 0" Gapt L= 3 92006 Liap)-
La solution du systéme @,p=0 vérifie done, compte tenu de l’expressmn de Lyp (2.1)
Jes éguations
~} 0" G120, F*~ 3 9, F*+ } 8,8, F,=0 pour zt=0,
d’ot, d’aprés (4.2) (F*=0 et 8 F*=0),
— 30100, F*=0 pour z'=0.
Nous voyons finalement que la solution trouvée du systéme Gop=0 vérifie les
quatre équations-
8, F*=0 pour z*=0.
9°) La solution trowvée de G*P=0 wérifie F*=0.
Cette propriété va résulter des conditions de conservation. DlX potentiels gaﬁ
quelconques satisfont en effet aux quatre identités de Bianchi ¥V l(R’“‘w%gl“ R)=
ol R* est le tenseur de Ricel correspondant & ces potentiels.
Une solution du systéme 6,5 =0 vérifie donc les quatre équations

V(-3 4" L) =0,
olt I =gt g Lop et Li=g" Lap.
Il résulte de Vexpression (2.1) de L.p que ces équations g’éerivent
30 V2 0 )+ 3 6 Vi (@ FY) — 4 6 V2 (8 %) =0,

d’ot, en développant et simplifiant,
u). 82F

S+ Pu0 1) =0,

oit P est une combinaison linéaire des 8, F* dont les coefficients sont des polyndmes
des ¢°P, gap ot de leurs dérivées premiéres. '

Nous constatons done que les quatre quantités F* (formées avec les g,p solu-
tions de G,p=0) vérifient quatre équations aux dérivées partielles du type précé-
lemment 6tudié. Les coefficients 4" =g* ot f,=P, vérifient, dans D, les hypo-
theses du chapitre III. Les quantités F* sont par hypothése nulles sur le domaine (d)
de 2%'=0, et nous avons montré qu’il en était de méme de leurs dérivées premiéres

9, F*, Nous déduisons alors du théorédme d’unicité que, dans D, nous avons

Frt=0 et 9,FF=
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Les potentiels, solutions du probléme de Cauchy posé relativement au systéme
Gap=0, vérifient donc effectivement dans (D) les conditions d’isothermie et constituent
les potentiels d’un espace-temps einsteinien, solutions des équations de gravitation R.g=0.

5. Unicite.

Pour montrer quil n’existe qu’un seul espace-temps extérieur correspondant aux
conditions initiales données sur S, il faut montrer que toute solution du probléme de
Cauchy ainsi posé relativement aux équations R.p=0 peut se déduire par un change-
ment de coordonnées de la solution de ce probléme de Cauchy relativement aux
équations G.p=0. Nous savons (chapitre IV) gue cette dernitre solution est unigue.

Considérons done une solution g,p du probléme de Cauchy relativement aux
équations R.s=0 et cherchons une transformation de coordonnés

&= ().
Conservant S point par point et telle que les potentiels dans le nouveau systéme
de coordonnées, soient §,p, vérifient les quatre équations

F=0.
Nous savons que les quatre quantifés 7 sont des invariants qui vérifient les identités
= A, 5= A,

Pour que les équations Ft=0 solent vérifides il faut et il suffit donc que les

fonctions f satisfassent aux équations
32 fa a fa

h.1 A A = Ap|_.Z 7}____“=0
6.1) =9 (Bz"am“ Ly
qui sont des équations aux dérivées partielles du second ordre, linéaires, hyperboli-
ques normales dans le domaine (D).

8 nous prenons pour valeurs des fonctions /* et de leurs dérivées premiéres,
sur S, les valeurs suivantes (qui sont telles que le changement de coordonnées con-

serve S point par point).
f4 =0, Oa i4 = 6%1
61

1 ‘
/’=w1, o.f = Jpov.ras 0,

5.2)
nous voyons que les problémes de Cauchy ainsi posés admettent (cf les théorémes
d’existence) dans (D) et relativement aux équations (5.1) des solutions possédant les
dérivées partielles jusqu’au quatriéme ordre continues et bornées.

Nous avons ainsi défini un changement de coordonnés i = f*(a") tel que, dans

le nouveau systéme de coordonmées, les potentiels §,p vérifient les conditions d’iso-
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thermie F*=0. Il nous reste & montrer que ce changement de coordonnées détermine
o B ov 4 _ .
de fagon unique les données de Cauchy ffap(z*=0) et 04 Jap (@ =(), en fonction des

» - v, . 4 — 4 —
données primitives gus(@'=0) et 8 gup (¢ 0).
Nous savons que, ¢.p ¢tant les composantes d’un tenseur covariant & deux indices

(53) ga[ls!jﬂ.,u aaﬂ aﬁf“:
Qotr, d’aprés (5.2),
fup= .(7¢1ﬁ ]

o pour a*=x=0.
Ot fap =0 !/aﬁJ

Reste & caleuler les dérivées des potentiels par rapport & o et Z* pour gt =3t =0,

@ étant une fonction quelconque d’un point de 'espace-temps nous avons
Byp=8ipduf

d’olt
(5.4) 8yp=0;p pour z'=x'=0.

Nous trouvons, d’autre part, en dérivant I'égalité (5.3) par rapport & at

By 0ap =B G Oa * 0p 1+ au (O [ 0 " + Gpa [ B 7,

d’olt .
(5.5) 54 fop™= 34 {faﬁ‘l' {7)_5 334 ]"‘ -+ .(7ya 3?'}4 * pour 11)4 =,

Nous déduisons aussi des valeurs initiales (5.2) des /*:

a2 P=0 pour z'=0.
Les [* vérifient d’autre part les conditions d’isothermie (5.1), d’ol
g8l P =gf T2 pour z*=0.

82 /* est donc détermind de maniére unique par les données de Cauchy primitives;
il en est bien ainsi également de 8, o pour @*=0.

Nous avons donc démontré le théoréme suivant:

Etant donnée une solution g,z du probléme de Cauchy relativement aux équa-
tions R,p=0 (les données initiales satisfaisant sur S aux hypothéses précédemment
énoncées de dérivabilité) il existe un changement de coordonnées, conservant S points
par point, tel que les potentiels J,; dans le nouveau systéme de coordonnées véri-
fient partout les conditions d’isothermie et constituent la solution, unique, d’un pro-
bléme de Cauchy, univoquement détermind, relativement aux équations G.p=0.

Nous concluons done, en termes de relativité:

Théoréme. Il existe un espace-temps extérieur et un seul correspondant aux
conditions initiales données sur S.
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